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사원수와 사원수 방정식에 대한 연구 

전  은  주

전남대학교 교육대학원

교육학과 수학교육전공  

(지도교수 : 박종률)

   (국문초록)

 

 현재 사원수나 사원수 방정식에 대한 자료나 연구가 많이 부족한 상태이다.

따라서 본 논문에서는 사원수에 대한 개념과 그에 따른 정리들을 증명하여 사원

수에 대한 정보를 제공하고, 더 나아가 선행 연구들을 통해 사원수 방정식의 해

법에 대한 정보를 제공한다. 실제로, 그것을 이용해 2차와 3차 사원수 방정식에 

대한 해를 구하였다.

 본 연구의 목적은 수학을 공부하는 학생들과 수학을 가르치는 교사들에게 사원

수에 대한 정보를 제공하고, 실수 계수에서 사원수 계수로의 확장된 사원수 방정

식을 소개하고 해를 구해봄으로써 방정식에 대한 이해의 폭을 넓히는 데 있다.
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1. 서론

가. 연구의 필요성 및 목적

 수학을 왜 배워야 하는지에 대한 의문을 품었다면 개개인에 따라 다양한 

이유가 있을 것이다. 수학이 단지 어렵고 재미가 없어서 혹은 지금 배우고 있는

내용이 더 나아가 필요가 있을지 없을지에 대한 의문이 들어서 일수도 있다. 

현재 시행되고 있는 2007년 개정교육과정안의 수학교육의 목표를 보면 수학적 

지식과 기능을 습득하고 수학적으로 사고하고 의사소통하는 능력을 길러, 여러

가지 현상과 문제를 수학적으로 고찰하고 합리적으로 해결하는 능력을 기르며, 

수학에 대한 긍정적 태도를 기른다(교육인적자원부 고시 제 2007-79호)라고

명시하고 있다. 여기서 수학교육의 목표 중 수학의 실용적 가치에 기인하여 

살펴보면 수학교육을 통해 사회생활을 하거나 장차 과학이나 다른 학문을 

공부하는 데 유익하기 때문에 수학을 배워야 한다.

 윌리엄 해밀턴(Hamilton, Sir William Rowan, 1805~1865, 영국)이 고안한

사원수(quaternion)는 복소수의 확장된 체계로서 실제적으로 많은 과학, 게임 

분야에서 사용하고 있다. 사원수를 이용하면 회전을 효과적으로 표현할 수 있어 

컴퓨터 게임에서 3차원 캐릭터의 동작제어나 인공위성의 자세 제어 등에 

쓰인다. 

현재 우리나라의 게임시장은 큰 규모로 운영되고 있고, 인공위성 또한 중요한 

과학 분야로서 대두되고 있다. 따라서 실용적 가치로서의 수학을 공부하는 예로

사원수는 합당하므로 사원수를 좀 더 주의 깊게 공부할 필요가 있다.  

 그러나 대부분의 대수 책에서는 사원수를 한두 장의 설명으로 끝내버렸고, 어떤 

대수 책은 사원수에 대한 내용을 찾아볼 수 없었다. 사원수를 공부하고자 하는 

학생들에게 사원수에 대한 정보가 미비한 실정이다. 

 

 이에 본 연구에서는 사원수에 대한 기본이론을 시작으로 사원수에 대한 성질

들을 소개하고 사원수에 따르는 정리들을 증명함으로써 사원수에 대한 정보를 

제공하고 이해의 폭을 넓히는데 목적을 두었다. 또한 실수 계수를 갖는 방정식을 

사원수 계수를 갖는 방정식으로 확장하였을 때, 사원수 방정식의 해를 구하기 
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위한 개념과 방법을 소개하고 정리하였다. 또한 체에서 성립하였던 대수적 성질

이 사원수에서도 성립하는지를 살펴보고 실제로 이러한 이론들을 토대로 2차 

사원수 방정식과 3차 사원수 방정식의 해를 구하였다. 이런 과정을 통해 이론

으로만 제시했던 사원수와 사원수 방정식에 대한 개념들을 실제 해를 구하는 

과정에 적용해 봄으로써 제시한 이론들을 깊이 이해하고 그 쓰임을 확인해 보고 

더 나아가 응용할 수 있도록 하고자 한다.

 이를 통해 수학을 공부하는 학생들에게 사원수와 사원수 방정식에 대한 정보를 

제공하고 복소수와 방정식을 가르치는 교사들에게 그것들의 확장된 체계로서 

미리 숙지할 수 있도록 하는데 논문을 쓴 목적이 있다. 

나. 연구 내용

 사원수를 수학의 실용적 가치에 기인하여 그 중요성을 인지하고 사원수에 대한

이해의 폭을 넓히고자 연구를 하였다. 연구방법으로는 다음과 같다.

1) 사원수에 대한 이론들을 소개 한다.

2) 사원수의 방정식의 해를 구하는 방법을 조사해 보고, 사원수 안에서의 대수적

  성질을 살핀다.

3) 예를 들어, 사원수 방정식을 해를 구한다.

다. 연구의 제한점

 실제적으로 사원수 방정식의 해를 구할 때, 손으로 계산하기에 어려움이 따라

maple이라는 수학프로그램을 이용하여 계산을 하였다. 또한, 본 연구에서는 

고차방정식의 해를 구하는 것에 목적이 있는 것이 아니고 사원수 방정식의 해를

구해보는 과정들을 공부하고 방정식을 계산해 봄으로써 방정식의 대수적인 

구조를 좀 더 깊이 이해하려는데 목적이 있으므로, 계산이 복잡한 4차 이상의

방정식의 계산은 하지 않고, 2차와 3차방정식의 해를 계산해 보는 것으로 

제한을 두고 연구를 진행하였다.
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2. 사원수(quaternion)의 성질

가. 사원수의 기본 이론

 사원수에 대한 정의와 그에 따르는 기본 이론들을 소개하고, 정리들을 증명해 

보인다. 

정의 1) 사원수의 정의

 사원수는   ∈에 의해 주어지며 ∈ 이다.

이때,   는 다음과 같이 정의한다.

                           

따라서 사원수는 곱셈에 대한 교환법칙이 성립하지 않는다.

예를 들어,   이므로 사원수의  의 계수가 0일 때, 

사원수를 복소수로 나타낼 수 있다.

특히,   의 계수가 0일 경우 사원수는 실수가 된다.

정의 2) 사원수  가 주어졌을 때,

   : 의 실수부분

   : 의 허수부분

정의 3) 사원수의 상등

 두 사원수    ,   에 대하여,

  ↔         을 만족하며 이때 두 사원수는 상등(서로

 같다)이라고 정의한다.

정의 4) 사원수의 합과 곱

 두 사원수    ,   에 대하여 사원수의

합과 곱을 다음과 같이 정의한다.

     
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        

  

이때 사원수의 덧셈에 관한 교환법칙과 결합법칙은 성립하나, 곱셈에 대한 교환

법칙은 성립하지 않고 결합법칙만 성립한다.

정의 5) 사원수의 켤레(conjugate), 트레이스(trace), 노름(norm),  

 사원수  에 대하여, 

⦁켤레를 다음과 같이 정의한다.

   

⦁트레이스 란 사원수 와 와의 합으로 정의한다.

    

⦁노름 란 사원수 와 와의 곱으로 정의한다.

    







⦁    
 

 


정리 6)  가 사원수라고 하자.

(1) 즉  

(2)   




(3) 모든 복소수 에 대하여,   또는 

(4)    

(5) 일반적으로,  ≠ 

(6) 모든 사원수 에 대하여  ⇔ ∈ 이다.

(7) 모든 사원수 는 복소수 에 대하여   로 유일하게 표현된다.

(8)  은 무수히 많은 사원수 해를 갖는다.

증명 



- 5 -

(1)    , 
  라 하자.

    
 

 
 

 이므로   즉,    이다.

(2)   ,     라 하자.

     
 

 
 




 




      
 

  
 



      
 

  
 



   


  







 



 이다.

   따라서   




(3)       라 하자.

            

         

(4)   라 하자.

    







    
 

 
 

  

   따라서    

(5) 사원수는 곱셈에 대한 교환법칙이 성립하지 않으므로 자명하다.

(6) (→) 모든 사원수   에 대하여  을 만족한다고

  하자.

  그러면     이고

            이다. 

  가정에 의해    인데 사원수는

  곱셈에 대한 교환법칙이 성립하지 않으므로 ∈ 이다.

(←) 모든 사원수    에 대하여 ∈이라 하자.
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   그러면 ∈이므로  일 때, 이므로  이다.

(7)       라 하자.

  모든 사원수  에 대하여,

        로 표현할 수 있다.

  복소수    에 대하여      라 하자.

       일 때,

        

         이므로 

       이다.

  따라서 모든 사원수   는 복소수로 유일하게 표현된다.

(8)  의 사원수 해는 ± ± ±±   ±  ± ± ± ± 무수히 

   많다.

나. 사원수 환과 사원수 다항식

 위에서 정리한 사원수 성질들을 이용하여 사원수 환임을 증명하고, 사원수 

다항식의 정의를 내릴 수 있다.

정리 1) 사원수 는 덧셈과 곱셈에 대하여 환을 이룬다.

증명

  사원수는 덧셈에 대하여 교환법칙과 결합법칙이 성립한다.

 또한 덧셈에 대한 항등원  ∈ 이 존재한다.

 ∈에 대한 역원 ∈가 존재하므로 는 덧셈에 대한 가환군이다.

 그리고 사원수 ∈ 에 대하여

      ,    ,     

       (단,   ∈      )일 때,

   

      

  
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          

     

    

     

          

      

     

      

        

   

  

   

         

   

  

   

     

    

 

 

이므로 곱셈에 대한 결합법칙이 성립한다.

     

   

   
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     

    

    

            

   

   

   

           

 

        

 마찬가지로    이므로 분배법칙이 성립한다.

 따라서 사원수 는 덧셈과 곱셈에 대하여 환을 이룬다.

정리 2) 사원수 안의 모든 0이 아닌 원소는 곱셈에 대하여 항등원과 역원을 

갖는다.

증명

  ≠ ∈ 에 대하여

 ·  ·  

· ·  

이므로, 사원수 의 항등원 ∈을 갖는다.

  ≠ ,    ,  에 대하여, 

 


 




 


   







  ( ∈  이므로) 곱셈에 대한 의 역원 

  

 ∈을 갖는다.
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따름 정리 3) 는 나눗셈 환(division ring)이지만 체(field)는 아니다.

증명 

  정리 1)와 정리 2)에 의해 나눗셈 환이다. 하지만 곱셈에 대한 교환법칙이 

성립하지 않으므로 체는 아니다.

정리 4) 사원수  에 대하여,

 이면 이다.

즉, 은 0이 아닌 사원수에서 0이 아닌 실수로의 군 동형사상이다.

증명 

     ,   에 대하여

 
      

      

 
     

      

  

이므로, 





   









          

                                    (∈이므로)

정리 5) 사원수는 복소수를 성분으로 갖는 환 2ⅹ2행렬 의 부분환으로 

H와 H’는 본질적으로 같다. 따라서

                   ∈    →   ′   


∈ ′       

 이때, 는 bijective하며 연산을 보존한다.

더욱이,   det′ 이고 ′의 고유값은  ±  이다.

증명

  사원수      ∈ 이므로
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             (이때,     )

     
   

 
  

                              

    정의하자.

   (이때,   ,   라 하자.)

      

      

  
    ↔        

    ↔  

 따라서 는 단사함수이며 정의에 의해 전사함수 이다.

 는 bijective 이다.

 

                

     
             

       

   

      

     

  

           

       

 
   

  
       

      (여기서,         

        

  )

 따라서 사원수는 복소수를 성분으로 갖는 환 2ⅹ2행렬 의 부분환으로 

 H와  H’는 본질적으로 같다.
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    det′
 

 
 

 
 

 이므로   det′이다.

  또한, 

  det
 


 




 

                    ( 
 , 


 

 , 


 
 이므로)

  ±    ±
 

 을 에 대입하여 정리하면 등식이 성립하므로

  ± 는 ′의 고유값이다.                       

정의 6) 사원수 다항식

사원수 이 주어졌을 때, 최고차항의 계수가 1인 차 사원수 다항식

는   
  표현할 수 있다.

정의 7) 사원수 다항식 에 대하여 만약,  이라면 는 의 해이다.

3. 사원수 방정식(quaternion equation)의 계산

가. 사원수 방정식을 푸는 방법과 대수적 성질

 사원수 동반행렬을 이용하여 그것의 고유값이 사원수 방정식의 해가 됨을 

보이고, 그 성질들을 이용하여 사원수에서도 대수적 성질 즉, 차 사원수

다항식에서 많아야 개의 해가 존재함을 보일 수 있다.

정의 1)   
 가 주어졌을 때, 

                       











   
   
  

   

행렬 는 사원수 다항식 에 관련된 동반 행렬이라고 정의한다.

정의 2) 사원수  에 대하여 사원수  가 유사하다는 것은    을

만족하는 0이 아닌 가 존재할 때를 말한다.
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기호로  ∼ 나타낸다.

이때, 관계 ∼는 동치관계를 나타내며  는 를 포함하는 동치류이다.

정리 3) (Fuzhen Zhang, 1997)

 사원수   (단, ∈)가 존재한다면 그때, 

와  
 

 는 유사하다. 즉, ∈
 

   이다.

증명 

  방정식 
 

  (단, 


≠)을 만족하는 사원수 

     
 

 가 존재한다. 

 정의 가-2)에 의해 와  


 는 유사하며,

  ∈ 
 

 이다.

정리 4) (R.SERÔDIO, E.PEREIRA, J.VITÔRIA, 2001)

 만약 가 사원수 다항식 의 동반행렬의 좌고유값일 때, 

(1) 는 의 해

(2)       ⊤는 좌고유벡터이다.

증명

(1)   
  의 동반행렬 와 의 좌고유값을 라 

하자.

          











   
   
  

   

 이때,  이므로

        











   
⋮   ⋮
  

   







⋮

















⋮









 양변을 곱하면 

    ,   , ⋯   , ⋯  이다.
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  번째까지의 식의 우변을 으로 치환하면,       ⋯

 마지막 식에 대입하여   
 ⋯

  정리하면,

                      
 ⋯

 

 그러므로  ≠ 가 영벡터가 아니면,  
⋯

  

 따라서 의 좌고유값을 는 다항식 의 해이다.

(2)   
  의 동반행렬 와 의 좌고유값을 

하자.

              을 선택하면, 









⋮

















⋮







 얻을 수 있다.

 따라서       ⊤는 고유값 와 연관된 좌고유벡터이다.

따름 정리 5) 가 동반행렬의 좌고유값이라면 그때, 는 또한 우고유값이다.

증명

    
 의 동반행렬 의 좌고유값을 하자.

    이므로  











   
⋮   ⋮
  

   








⋮
















⋮







 이다.

 그런데 는 끼리 교환이 가능하므로

                   











   
⋮   ⋮
  

   








⋮















⋮








따라서    이며 는 또한 우고유값이다.

따름 정리 6)  는 모든 0이 아닌 사원수 에 대해, 

        이므로 
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 만약 가 우고유값이면 동치류  안의 모든 원소들은 또한 우고유값이다. 

정리 7) 사원수를 성분으로 갖는 ×행렬은 정확하게 개의 우고유값들을 

갖으며, 우고유값들은 음수가 아닌 허수 부분으로 복소수이다.

증명

  사원수 가 우고유값이라면 정리 3)의 모든 사원수 ∈  
 

  )에

 의해 우고유값은 우복소고유값과 동치류이다.

 따름정리 6)에 의해 우복소고유값들의 동치류 또한 우고유값이다.

 그래서 만약 개의 우복소고유값들을 안다면 모든 우고유값들을 아는 것이다.

 따라서 사원수를 성분으로 갖는 ×행렬은 정확하게 개의 우복소고유값

 들을 갖는다.

정리 8) (R.SERÔDIO, E.PEREIRA, J.VITÔRIA, 2001) 사원수의 대수적 성질

만약 가 차 사원수 다항식일 때, 그때 해집합은 많아야 개의 사원수 

동치류에 포함된다.

증명

  차 사원수 다항식   
 , ∈ 을 잡자.

 그러면 의 × 동반행렬는 정리 가-3)에 의해 정확하게 개의 우복소  

 고유값을 갖는다. 

 가 우복소고유값이라 하면    이고, 정리 4-(1)의 증명과정을 그대로    

 적용하면   
⋯

 
 을 얻을 수 있다.

 위 식의 양변의 오른쪽에 
 을 곱하면,

     
 


 ⋯


  


  이다.

 
  로 놓고 식을 치환하면  

 ⋯  

 그러므로 각각의 우복소고유값들은 적어도 하나의 유사한 사원수가 존재하는데  

 그 사원수는 동반행렬 좌고유값이다. 정리 4)에 의해 좌고유값은 의      

 해이므로 개의 우복소고유값이 존재하면 의 해들은 개의 서로 다른     
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 사원수 동치류보다 더 많이 포함될 수는 없다.

정리 9) (Niven’s algorithm, 1941)

  의 trace ,   의 norm 일 때, 모든 사원수 는 다음 2차 방정식을 

만족한다.

                              

이때,   
 를 다항식 으로 나누면

나눗셈 알고리즘에 의해  를 얻는다.

이때,  이 되는 


×를 구할 수 있다.

정리 10) (R.SERÔDIO, E.PEREIRA, J.VITÔRIA, 2001) 

 만약, 특별한 쌍 에 의해  가 사라진다면 동치류 










 


에 속하는 모든 사원수들은 다항식 의 해이다.

증명

   특별한 쌍 에 의해  가 사라진다고 가정하자.

그러면, Niven’s algorithm에 의해    이다.

              이 의 해라면  
  

과 유사한 사원수  
 를 잡으면,  

                         
 

 
 

 

 ∈    때문에  
  

·· 



따라서,  또한 해이다. 임의의 에 대하여, 과 유사한 모든 사원수들은 

다항식 의 해이다. 
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만약,   ,    , 
 

 
 

 이면   


 , 


 

 
 


이다. 사원수 ∈ 


 이므로

사원수 ∈








 


이고, 이 동치류에 속하는 모든 사원수들은

다항식의 해이다.

나. 예제를 통한 사원수 방정식의 계산

 지금까지 사원수 방정식을 풀기 위한 개념들을 정리하였다.

실제로 위의 개념들을 이용하여 2차 사원수 다항식과 3차 사원수 다항식을 

maple을 이용하여 해를 계산해 보겠다.

계산하는 과정 중에 나오는 값들은 소수 6번째 자리에서 반올림하여 근삿값으로 

구하였기에 약간의 오차는 있다.

1)   

 (사원수    일 때, ∈ 
 

 이므로)

=>′

′ 


  
 





maple을 이용하여 고유값을 구한다.

  →    

  →    

위의 에 대한 niven's algorithm




 에 대입하여 사원수 해를 구한다.

((2. 정리 2) 사원수 에 대하여   


 이용하여 계산)
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 


≒

 


≒

따라서   의 해는

       

       

2)   

(사원수   일 때, ∈
 

 이므로)

=>′

′ 





  
  

  






maple을 이용하여 고유값을 구한다.

≒ →  , ≒

≒ →  , ≒

≒ →  , ≒

위의 에 대한 niven's algorithm




 에 대입하여 사원수 해를 구한다.

((2. 정리 2) 사원수 에 대하여   


 이용하여 계산)

  

×




  ≒

 

×



      

≒              
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  

×




  ≒

따라서    의 해는

       

       

       

4. 결론 및 제언

 사원수는 복잡하고 어려운 수체계임은 확실하다. 하지만 과학이 발달함에 따라 

사원수의 중요성은 점점 더 높아지고 있고 물리학뿐만 아니라 다양한 실생활 분

야에서 실제로 많이 사용하고 있기 때문에 사원수에 대한 공부를 해야 하는 것

은 불가피해 보인다. 

 따라서 본 연구에서는 사원수를 처음 접하는 학생들을 위해 어렵지 않은 범위

에서 사원수를 소개하고 성질들을 증명함으로써 사원수에 대한 이해를 높이고자 

하였다. 또한 실 계수에서 사원수 계수로 확장하여 방정식을 접근해 보고 그에 

따르는 개념들과 성질들을 연구하고, 실제로 계산을 통해 해를 구해 보았다.

이러한 과정들을 통하여 수학을 공부하는 학생들과 수학을 가르치는 교사들에게 

사원수와 사원수 방정식에 대한 정보를 제공하고 방정식에 대한 이해의 폭을 넓

히고자 본 연구를 진행하였다.

 사원수에 대한 내용은 앞으로 진로를 결정하고자 하는 학생들에게 좋은 지침서

가 될 수 있고, 수학을 배우는 학생들에게 수학의 쓰임에 대한 흥미를 제공할 수

도 있다.

 하지만 서론에서도 언급했다시피 사원수에 대한 책이 별로 없고, 사원수에 대한 

연구도 많이 부족하다. 앞으로 많은 후속연구가 나와 사원수를 공부하는데 갈증

을 느끼는 일이 없기를 바라며, 본 연구가 실제로 사원수를 공부하고자 하는 사

들에게 도움이 되길 기대한다.
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A study of quaternion and quaternion 

equation

Jeon,  Eun-Ju  

Major in Mathematics Education
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(Abstract)

  There is very insuffcient data and research about the quaternion and 

the quaternion equation. So, this study provides information about 

quaternion by proving the concept of quaternion and its theorem and, by 

extension, provides information computing the zeros of quaternion 

equation through previous research. In fact, Using it, we obtained solution 

of a quadratic quaternion equation and a cubic quaternion equation.

  The aim of this study is to provide the quaternion information with 

students to study mathematics and teachers, introduce the quaternion 

equation extended from a real coefficient to a quaternion coefficient, and 

help broaden understanding by solving a quaternion equation.
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