
Ⅲ_1. 이산확률변수의 확률분포

[12확통03-01] 확률변수와 확률분포의 뜻을 안다.
[12확통03-02] 이산확률변수의 기댓값(평균)과 표준편차를

구할 수 있다.
[12확통03-03] 이항분포의 뜻을 알고, 평균과 표준편차를

구할 수 있다.

   확률변수 ❶
⑴ 확률변수
  어떤 시행에서 표본공간의 각 원소에 하나의 실수의 값을
  대응시키는 함수를 ‘확률변수’라고 한다. 확률변수  가 어떤
  값 를 가질 확률을 기호로 P   와 같이 나타낸다.
 세 개의 동전을 동시에 던지는 시행에서 앞면이 나오는
  동전의 개수를 확률변수  라 하면  가 갖는 값은  ,  ,
   , 이다.
 ☑ 확률변수는 표본공간을 정의역으로 하고

실수 전체의 집합을 공역으로 하는 함수
이지만 변수의 역할도 하기 때문에
확률변수라고 한다.



   확률변수 ❷
⑵ 이산확률변수
  확률변수  가 갖는 값이 유한개이거나 무한히 많더라도
  자연수와 같이 셀 수 있을 때, 그 확률변수  를
  ‘이산확률변수’라고 한다.
 두 개의 주사위를 동시에 던지는 시행에서 나온 두 눈의
  수의 차를  라 할 때,  가 갖는 값은  ,  ,  ,  ,  ,  로
  유한개이므로  는 이산확률변수이다.

   이산확률변수의 확률분포 ❶
⑴ 이산확률변수의 확률분포
  이산확률변수  가
  갖는 값이  ,  ,
   , ⋯ ,  이고  가 이 값을 가질
  확률이 각각  ,  ,  , ⋯ ,  일 때,
   ,  ,  , ⋯ ,  과  ,  ,  , ⋯ ,
    사이의 대응 관계를 이산확률변수
   의 ‘확률분포’라고 한다.
  이때 이산확률변수  의 확률분포는 오른쪽과 같이 표 또는
  그래프로 나타낼 수 있다.



   이산확률변수의 확률분포 ❷
⑵ 확률질량함수
  이산확률변수  가 갖는 값   (    ,  ,  , ⋯ , )과
   가 이 값을 가질 확률   (    ,  ,  , ⋯ , ) 사이의
  대응 관계를 나타내는 함수

P        (    ,  ,  , ⋯ , )
  을 이산확률변수  의 ‘확률질량함수’라고 한다.

   이산확률변수의 확률분포 ❸
 한 개의 주사위를 두 번
  던지는 시행에서 의 약수
  의 눈이 나온 횟수를 확률변수  라
  하면  가 갖는 값은  ,  , 이므로
   는 이산확률변수이고,
   의 확률질량함수는

  P      C  
 



 
 

  

 

 C
 (   ,  , )

  이다. 이때 확률변수  의 확률분포를 표와 그래프로 나타
  내면 오른쪽과 같다.



   확률질량함수의 성질 ❶
  이산확률변수  의 확률질량함수가 P        (    ,
   ,  , ⋯ , )일 때, 확률의 기본 성질에 의하여 다음이
  성립한다.
⑴  ≤  ≤ 

⑵       ⋯    
  



  

⑶ P  ≤  ≤             ⋯    
  





(단,    ,  , ⋯ , 이고  ≤ )

   확률질량함수의 성질 ❷
 흰 공 개와 검은 공 개가 들어 있는 주머니에서 임의로
  개의 공을 동시에 꺼내는 시행에서 꺼낸 공 중 흰 공의
  개수를 확률변수  라 하면  가 갖는 값이  ,  , 이고
   의 확률질량함수는

P    
 C 

 C ×  C   
 (    ,  , )이므로

P     

 , P     

 , P     



  ∴  ≤ P    ≤ 

∴ P     P     P     

  이므로 확률질량함수가 위의 성질 ⑴, ⑵를 만족시킨다.



✡ 이산확률변수의 여러 가지 확률분포와 확률질량함수 ❶
⑴ 이항분포(Binomial distribution)

P     C       (   ,  ,  ,  , ⋯ , )
⑵ 기하분포(Geometric distribution)

P       

(   ,  ,  ,  , ⋯ 이고      ,     )
⑶ 초기하분포(Hypergeometric distribution)

P    
 C

 C ×    C

(   ,  ,  ,  , ⋯ , )

✡ 이산확률변수의 여러 가지 확률분포와 확률질량함수 ❷
⑷ 포아송분포(Poisson distribution)

P    

   

 (   ,  ,  ,  , ⋯ )
⑸ 이산균등분포(Discontinuous distribution)

P     


 (   ,  ,  ,  , ⋯ , )

⑹ 음의 이항분포(Negative Binomial distribution)
P        C        

(   ,    ,    , ⋯ )



   이산확률변수  의 기댓값(평균) ❶
  이산확률변수  의
  확률분표가 오른쪽
  표와 같을 때,

         ⋯     
  

 

  를 확률변수  의 ‘기댓값’ 또는 ‘평균’이라 하고, 기호로
E 

  와 같이 나타낸다.
 ☑ E 의 E는 기댓값을 뜻하는 Expectation의 첫 글자이다.

   이산확률변수  의 기댓값(평균) ❷
 한 개의 주사위를 두 번 던지는 시행에서 의 약수의 눈이
  나온 횟수를 확률변수  라 할 때,  의 기댓값 E 를
  구해 보자.  가 갖는 값이  ,  , 이고  의 확률질량함수는

P      C  
 



 
 

  

 (   ,  , )
  이다. 이때 확률변수  의
  확률분포를 표로 나타내면
  오른쪽과 같다.
  따라서 E   


×  ×    ×    ×    


 





   이산확률변수  의 분산, 표준편차 ❶
  이산확률변수  의
  확률분포가 오른쪽
  표와 같을 때,
  확률변수  의 분산과 표준편차는 다음과 같다.
⑴ 분산
  E   일 때,      의 평균

E        
  



    

                ⋯      

  을 확률변수  의 ‘분산’이라 하고, 기호로

   이산확률변수  의 분산, 표준편차 ❷
V 

  와 같이 나타낸다. 이때
V   

  



    

 
  




         

 
  




    

  



     
  





 
  




         ∵ 

  



    
  



   



   이산확률변수  의 분산, 표준편차 ❸

 
  




    

  이므로 V   E    E   E     

⑵ 표준편차
  분산 V 의 양의 제곱근을 확률변수  의 ‘표준편차’라
  하고, 기호로  와 같이 나타낸다. 즉

   V 

 ☑ V 의 V 는 분산을 뜻하는 Variance의 첫 글자이고
 의 는 표준편차를 뜻하는 standard deviation의
첫 글자 에 해당하는 그리스 문자이다.

   이산확률변수  의 분산, 표준편차 ❹
 확률변수  의 확률분포
  가 오른쪽 표와 같을 때,
   의 평균, 분산, 표준편차
  를 구해 보자.

  E   


×  ×    ×    ×    


 

  ① V   E        
  



     를 이용하면

V   


×              


 





   이산확률변수  의 분산, 표준편차 ❺

   V   





 



  ② V   E    E  을 이용하면
V   


×   ×     ×     ×     

 


   



   V   





 



   이산확률변수    의 평균, 분산, 표준편차 ❶
  이산확률변수  와 두 상수  ,   ( ≠ )에 대하여
  이산확률변수    의 평균, 분산, 표준편차는 다음과 같다.
⑴ E      E   

⑵ V       V 

⑶        

 ☑ 이산확률변수  의 확률분포가 다음과 같을 때,
이산확률변수

    

 ( 와  는 상수,  ≠ )
의 평균, 분산, 표준편차를 구해 보자.



   이산확률변수    의 평균, 분산, 표준편차 ❷
      (    ,  ,  , ⋯ , )이라 할 때, 확률

P      P      

이므로 확률변수
 의 확률분포를
표로 나타내면 오른쪽과 같다.
따라서 확률변수  의 평균은

E   
  



   
  



   

  
  



    
  



   E   

확률변수  의 평균을 이라 하면 확률변수  의 평균은

   이산확률변수    의 평균, 분산, 표준편차 ❸
   이므로  의 분산과 표준편차는

V   
  



      

 
  



         

 
  



      

   
  



        V 

   V     V   V    



   이산확률변수    의 평균, 분산, 표준편차 ❹
 이산확률변수  에 대하여 E    , V   일 때,
  확률변수    의 평균, 분산, 표준편차는 다음과 같다.

E         E       ×     

V            V    ×   

              ×   

   이항분포 ❶
  한 번의 시행에서 사건 가 일어날 확률이 로 일정할 때,
번의 독립시행에서 사건  가 일어나는 횟수를 확률변수  라
하면  가 갖는 값은  ,  ,  , ⋯ , 이고,  의 확률질량함수는

P     C     

(   ,  ,  , ⋯ , 이고     )
이다. 이와 같은 이산확률변수  의 확률분포를 ‘이항분포’라
하고, 기호로 B  와 같이 나타낸다. 이때 확률변수  는
‘이항분포 B  를 따른다’고 하며,  의 확률분포를 표로
나타내면 다음과 같다.



   이항분포 ❷
 ☑ ⑴ 위의 표에서 각 확률은 이항정리에 의하여     을

  전개한 식
      C      C         C       

⋯   C       ⋯   C   

  의 우변의 각 항과 같다. 이때     이므로
  

  



 C       임을 알 수 있다.
⑵ 이항분포 B  의 B는 이항분포를 뜻하는 Binomial
  distribution의 첫 글자이다.

   이항분포 ❸
 한 개의 주사위를 한 번 던지는 시행에서 의 약수의 눈이
  나오는 사건을  라 하고, 이 주사위를  번 던질 때 사건
   가 일어나는 횟수를 확률변수  라 하자. 주사위를 한 번
  던질 때 사건 가 일어날 확률이 

 이고 독립시행의 횟수가
  이므로 확률변수  는 이항분포 B  

 를 따른다.



   이항분포의 평균, 분산, 표준편차

  확률변수  가 이항분포 B  를 따를 때,
⑴ 평균 : E   

⑵ 분산 : V     (단,     )
⑶ 표준편차 :    V     (단,     )

  ✡ 이항분포의 평균, 분산, 표준편차

  P     C          (   ,  ,  , ⋯ , )
⒪ 

  



C                 

⑴ E   
  



 C        

 
  



       

 
         ⇒    ≝ 

  
  

  

        

   
         

          

⑵ E      
  



      C        

 
  



       

 
         ⇒    ≝ 



       
  

  

       

   
         

                     

E    E      E 

                   

⑶ E             

∴ V    E    E 

              

    (단,     )
⑷        (단,      )

   큰수의 법칙
  어떤 시행에서 사건  가 일어날 수학적 확률이  일 때,
번의 독립시행에서 사건  가 일어나는 횟수를 확률변수  라
하면 임의의 양수 에 대하여 의 값이 한없이 커질 때,
확률 P  


   의 값은 에 한없이 가까워진다.

 ☑ 큰수의 법칙에 의하여 시행 횟수 이 충분히 클 때, 사건
의 상대도수는 수학적 확률에 가까워지므로 사건  의
상대도수 

 를 사건 가 일어날 확률 P 로 간주할 수
있다. 따라서 자연 현상이나 사회 현상에서 수학적 확률을
구하기 어려운 경우에는 시행 횟수를 충분히 크게 한 후
사건의 상대도수를 구하여 수학적 확률로 이용할 수 있다.



  ✡ 이항분포의 평균과 분산 ❶
  확률변수  가 이항분포 B  를 따를 때,  의 평균
E 와 분산 V 를 미분을 이용하여 구할 수 있다.

(단,     )
⑴ 이항정리에 의하여     을 다음과 같이 나타낼 수 있다.

     
  



 C      

  양변을 에 대하여 미분하면
        

  



 C        

  양변에 를 곱하면

  ✡ 이항분포의 평균과 분산 ❷

        
  



  C       ⋯⋯ ㉠
  ㉠에   를 대입하면

        
  



  C      

  이때 E   
  



 C       

E   

⑵ V   E    E  이므로
㉠의 양변을 에 대하여 미분하면



  ✡ 이항분포의 평균과 분산 ❸
                  

 
  



 
 C        

  양변에 를 곱하면
                   

 
  



 
 C       ⋯⋯ ㉡

㉡에   를 대입하면
                   

 
  



 
 C      

  ✡ 이항분포의 평균과 분산 ❹

          
  



 
C      

  이때 E    
  



 
 C       이므로

E            

  따라서 분산 V 는
V   E    E 

                

          


