
Ⅱ_1. 미분계수와 도함수

[12수학Ⅱ02-01] 미분계수의 뜻을 알고,
그 값을 구할 수 있다.

[12수학Ⅱ02-02] 미분계수의 기하적 의미를 이해한다.
[12수학Ⅱ02-03] 미분가능성과 연속성의 관계를 이해한다.
[12수학Ⅱ02-04] 함수     (은 양의 정수)의 도함수를

구할 수 있다.
[12수학Ⅱ02-05] 함수의 실수배, 합, 차, 곱의 미분법을 알고,

다항함수의 도함수를 구할 수 있다.

   평균변화율 ❶
⑴ 평균변화율 : 함수     에서
  의 값이 에서 까지 변할 때,
  의 값은   에서   까지 변한다.
  의 값의 변화량   를 ‘의 증분’,
  의 값의 변화량       를 ‘의 증분’이라 하고,
  기호로 각각  , 와 같이 나타낸다.
  또 의 증분 에 대한 의 증분 의 비율





      


        

  를 의 값이 에서 까지 변할 때의 함수     의
  ‘평균변화율’이라고 한다.



   평균변화율 ❷
⑵ 평균변화율의 기하적 의미
  함수     에서
  의 값이 에서 까지 변할 때의
  평균변화율은 곡선       위의
  두 점 P       , Q      를 지나는 직선의 기울기와
  같다.

   미분계수 ❶
⑴ 미분계수 : 함수     에서
  의 값이 에서   까지 변할 때의
  함수     의 평균변화율은





       

  이다. 이때  → 일 때의
  평균변화율의 극한값

lim
 → 



 lim

 → 


       

  가 존재하면 이 극한값을 함수     의   에서의
  ‘순간변화율’ 또는 ‘미분계수’라 하고, 이것을 기호로  ′ 와



   미분계수 ❷
  같이 나타낸다. 즉,

 ′   lim
 → 



 lim

 → 


       

 ☑ 위의 식에서    ,     라 하면
 → 일 때  →  ,  → 이므로

 ′   lim
 → 


       
 lim

 → 


     

⑵ 미분계수의 기하적 의미
  함수     의   에서의 미분계수  ′ 는
  곡선       위의 점 P     에서의 접선의 기울기와
  같다.

   미분계수 ❸
 함수        에 대하여 곡선       위의 점

   에서의 접선의 기울기는
 ′   lim

 → 


     
 lim

 → 


     

    lim
 → 


       
 lim

 → 

     



   미분가능과 연속 ❶
⑴ 미분가능 : 함수   의   에서의 미분계수

 ′   lim
 → 


       
 lim

 → 


     

  가 존재하면 함수   는 ‘  에서 미분가능하다’고 한다.
⑵ 미분가능한 함수 : 함수   가 어떤 열린구간에 속하는
  모든 의 값에서 미분가능하면 함수   는 ‘그 구간에서
  미분가능하다’고 한다. 또한 함수   가 정의역에 속하는
  모든 의 값에서 미분가능하면 함수   는 ‘미분가능한
  함수’라고 한다.
⑶ 미분가능과 연속 : 함수   가   에서 미분가능하면
  함수   는   에서 연속이다.

   미분가능과 연속 ❷
 ☑   가   에서 미분가능하다.

  ⇍⇒   는   에서 연속이다.
위의 명제의 대우는 참이다. 즉,
함수   가   에서 불연속이면 함수   는   

에서 미분가능하지 않다.
한편, 함수   가   에서 연속이라고 해서 항상
  에서 미분가능한 것은 아니다.



  ✡ 미분가능과 연속성 ❶
  함수     에 대하여
⑴   에서 미분가능

⇔ ①   에서 연속
⇔ lim

 → 
      

②   에서 미분계수가 존재
⇔ (좌미분계수)  (우미분계수)
⇔  ′   lim

 →  


     

    lim
 →  


     

  ✡ 미분가능과 연속성 ❷
  함수     에 대하여
⑵ “  에서 미분가능”의 의미

⇔   에서 접선을 그을 수 있다.
⇔   의 근방에서 곡선이 꺾이는 부분 없이

부드럽게(smooth) 이어져 있다.
⇔ 그래프를 확대하였을 때, 그 점 근방의 곡선이 

하나의 직선으로 보인다.
⇔  ′ 가 존재
⇔   에서 접선의 기울기가 존재

☑ 꺽인점, 뾰족점(첨점), 뻥뚫린 점이 되어서는 안 된다.



  ✡ 미분가능과 연속성 ❸

     

 미분 불가능한 점 :  ,     미분 불가능한 점 :   ± 

 ☑ 함수   가   에서 미분가능하면
  에서의 미분계수  ′   lim

 → 


     

가 존재하므로 다음이 성립한다.
lim
 → 

        lim
 → 



     
×    

 lim
 → 


     
× lim

 → 

      ′  ×   

∴ lim
 → 

    lim
 → 

           

 lim
 → 

                   

이므로 함수   는   에서 연속이다.



 함수     는   에서
  연속이지만 미분가능하지 않음을 보이자.
  ①   에서의 연속성

 lim
 →  

    lim
 →  

  lim
 →  

     

 lim
 →  

    lim
 →  

  lim
 →  

   ,     

 에서 lim
 → 

      이므로
 함수     는   에서 연속이다.
②   에서의 미분가능성

 lim
 →  


     
 lim

 →  


  

 lim
 →  


 
  

 lim
 →  


     
 lim

 →  


  
 lim

 →  



 

 이므로 lim
 →  


     
≠ lim

 →  


      이다.

 따라서 lim
 → 


      의 값이 존재하지 않으므로
 함수      는   에서 미분가능하지 않다.
①, ②에서     는   에서 연속이지만
미분가능하지 않다.



   도함수(derivative function) ❶
⑴ 도함수 : 함수     가 정의역에 속하는
  모든 에서 미분가능할 때, 정의역의
  각 원소 에 미분계수  ′ 를 대응시키는 새로운 함수

 ′   lim
 → 


       

  를 함수     이 ‘도함수’라 하고, 이것을 기호로
 ′  ,  ′, 

 , 


  

  와 같이 나타낸다. 함수   의 도함수  ′ 를 구하는 것을
  ‘함수   를 에 대하여 미분한다’고 하고, 그 계산법을
  ‘미분법’이라고 한다.

   도함수(derivative function) ❷

 ☑ ①  ′   lim
 → 


       

    lim
 → 


      

② 위의 식에서     라 하면
   → 일 때  → 이므로

 ′   lim
 → 


       

    lim
 → 


     



   도함수(derivative function) ❸
⑵ 도함수와 미분계수
  함수   가 미분가능할 때, 도함수의 정의에 의하여
   ′   lim

 → 


        이다.
  따라서 함수   에 대하여   에서의 미분계수  ′ 는
  도함수  ′ 에   를 대입하여 얻은 값이다.

   도함수(derivative function) ❹
 함수      의 도함수는

 ′   lim
 → 


      
 lim

 → 


      

    lim
 → 


   

 lim
 → 

     

이때 함수   의   에서의 미분계수는
 ′    ×   

이고, 함수   의    에서의 미분계수는
 ′      ×       

이다.



   함수     (은 자연수)와 상수함수의 도함수

⑴     ( ≥ 인 자연수)이면  ′   

⑵   이면  ′  

⑶     ( 는 상수)이면  ′  

 ☑ 함수     ( ≥ 인 자연수)에서     이라 하면
 ′ lim

 → 


      
 lim

 → 


    

 lim
→ 


            
        

   ⋯               

   lim
→ 

               ⋯           

  
  

개
        ⋯               

   함수의 실수배, 합, 차, 곱의 미분법

  두 함수    ,   가 미분가능할 때,
⑴       ( 는 상수)이면  ′  ′ 
⑵         이면  ′   ′    ′ 
⑶         이면  ′  ′    ′ 
⑷       이면  ′  ′        ′ 
 ☑ ⑵  ′ lim

 → 


               

   lim
 → 


               

   lim
 → 


      
 lim

 → 


      



    ′    ′ 
⑷  ′ lim

 → 


           

   lim
 → 



             



            
   lim

 → 


      
× lim

 → 
    

    × lim
 → 


      

    ′        ′ 

 ①       
′
    ′

    ′    ′    

②         
′

     
′
          ′

            ×        

 ☑ 세 함수    ,    ,   가 미분가능할 때,
        이면
 ′  ′          ′   

      ′ 



  ✡ 미분법 공식

⑴        ⇒   ′    ×  ′ 
∵ 




 

× 



⑵       ⇒   ′  ′  ×  ′ 
∵ 




  
× 

 속미분

속미분


