
Ⅰ_2. 중복조합과 이항정리

[12확통01-02] 중복조합을 이해하고,
중복조합의 수를 구할 수 있다.

[12확통01-03] 이항정리를 이해하고
이를 이용하여 문제를 해결할 수 있다.

  ✡ 조합(Combination) : 순서×, 중복×

⑴ 조합 : 서로 다른 개에서 순서에 관계없이 개를 선택하는
  경우의 수 ⇨ (기호) C 

 ☑ 순서를 생각하지 않고 그 일부를 뽑기만 한다.
(순서 ×)  (순서가 일정)  (크기가 고정)

⑵ 서로 다른 개에서 개를 택하는 조합의 수
C   

P
    

 
 (단,  ≤  ≤ )

 ☑ (순열)  (조합) × (나열) ⇔ P   C  × 

⑶     , C    , C   , C   



  ✡ 조합의 중요 성질

⑴ C   C    (단,  ≤  ≤ )
 ☑ C   C   ⇔     또는     

⑵   C       C   C   (단,  ≤  ≤   )
  ✡ 조건이 있는 조합의 수
⑴ (적어도 ~)  (전체)  (반대인 경우)
⑵ 특별한 것이 반드시 포함되어야 하는 경우

⇨ 이미 뽑았다고 생각하고 나머지만을 계산
⑶ 개 팀의 경기의 수
  ① 토너먼트(승리한 팀만 경기) ⇨   

  ② 리그전(다른 팀과 한 번씩) ⇨ C 

  ✡ 직선의 개수

⑴ 어느 세 점도 같은 직선 위에 있지 않은 서로 다른 개의
  점 중에서 두 개의 점을 이어서 만든 직선의 개수

⇨ C 

⑵ 같은 직선 위에 있는 서로 다른 개의 점 중에서
  두 개의 점을 이어서 생기는 직선의 개수

⇨  (∵ 점들이 있는 직선 자체)
⑶ 개의 서로 다른 점 중에서  개의 점이 같은 직선 위에,
  두 개의 점을 이어서 생기는 직선의 개수

⇨ C   C   

⑷ 볼록 각형에서 대각선의 개수 ⇨ C   



  ✡ 삼각형의 개수

⑴ 어느 세 점도 같은 직선 위에 있지 않은 서로 다른 개의 
  점 중에서 세 개의 점을 이어서 만든 삼각형의 개수

⇨ C 

⑵ 같은 직선 위에 있는 서로 다른 개의 점 중에서
  세 개의 점을 이어서 생기는 삼각형의 개수

⇨ 
⑶ 개의 서로 다른 점 중에서 개의 점은 같은 직선 위에,
  세 개의 점을 이어서 생기는 삼각형의 개수

⇨ C   C 

  ✡ 조합의 응용 ❶
⑴ 원주 위의 개의 점에 대하여 원의 내부에서
  현들이 만나서 생기는 교점의 개수

⇨ C  (∵ 개를 뽑아 엇갈리게 연결)
⑵ 서로 다른 개의 평행선과 서로 다른 개의

평행선이 만날 때 평행사변형의 개수
⇨ C  × C 



  ✡ 조합의 응용 ❷
⑶ 가로선 개, 세로선 개에서 정사각형의 개수
  ① 한 변의 길이가   ⇨    ×    

  ② 한 변의 길이가   ⇨    ×    

  ③ 한 변의 길이가   ⇨    ×    

  ④ 개수가 이 나오기 전까지 계속하여 더한다.
⑷ 개의 직선에 의하여 평면을 분할할 때,
  ① 최대 개수 ⇨         ⋯     

   

  ② 최소 개수 ⇨       ⋯      

(∵ 모두 평행선)

   중복조합
⑴ 중복조합의 뜻
  서로 다른 개에서 순서를 생각하지 않고 중복을 허락하여
  개를 택하는 조합을 개에서 개를 택하는 ‘중복조합’이라
  하고, 이 중복조합의 수를 기호로

H 

  과 같이 나타낸다.
 ☑ H 의 H는 같음을 뜻하는 homogeneous의 첫 글자이다.
⑵ 중복조합의 수
  서로 다른 개에서 개를 택하는 중복조합의 수는

H       C 



 ☑ 문자  ,  ,   중에서 중복을 허락하여 개를 택하는 경우는
가지이다. 이 가지 경우를 문자가 들어갈 개의 자리

와 서로 다른 문자의 사이를 구분할 개의 막대 를
이용하여 나타내면 다음과 같다.

즉, 개의 와 개의 를 일렬로 나열한 후 왼쪽 놓인
의 왼쪽에 가 있으면 그 자리에는 문자 를, 와 

사이에 가 있으면 그 자리에는 문자 를, 오른쪽에 놓인
의 오른쪽에 가 있으면 그 자리에는 문자 를 넣으면

된다.
따라서 세 개의 문자  ,  ,   중에서 중복을 허락하여
개를 택하는 중복조합의 수 H 는 개의 와 개의 를
모두 일렬로 나열하는 같은 것이 있는 순열의 수
 × 

 
 

와 같다.
일반적으로 서로 다른 개에서 개를 택하는 중복조합의
수 H 은    개의 |와 개의 ○를 모두 일렬로 나열
하는 같은 것이 있는 순열의 수와 같다. 또, 이 수는



     개의 자리 중에서 ○를 놓을 개의 자리를
택하는 조합의 수와 같으므로

H       

     
     C       C 

이다.
 숫자  ,  ,  ,   중에서 중복을 허락하여 개를 택하는
  경우의 수는 서로 다른 개에서 개를 택하는 중복조합의
  수와 같으므로

H       C   C   C   ×  × 

 ×  × 
 

  ✡ 중복순열과 중복조합

  개의 공을 개의 상자에 넣는 방법의 수
(단, 비어 있는 상자가 있을 수 있다.)

⑴ 서로 다른 공 개 → 서로 다른 상자 개 : 중복순열  

⑵ 똑같은 공 개 → 서로 다른 상자 개 : 중복조합 H 

⑶ 서로 다른 공 개 → 똑같은 상자 개 : 집합의 분할
                          

        C   C   C   C  × C  ÷   

 C  × C  ÷               

⑷ 똑같은 공 개 → 똑같은 상자 개 : 자연수의 분할
                                    



   중복조합의 활용
⑴ 방정식을 만족시키는 음이 아닌 정수해의 개수
  방정식     ⋯      (은 자연수, 은 음이 아닌
  정수)를 만족시키는 음이 아닌 정수  ,  , ⋯ , 의 모든
  순서쌍     ⋯   의 개수는 H 이다.
 ☑ 방정식       을 만족시키는 음이 아닌 정수  ,  ,

의 모든 순서쌍     의 개수를 구해 보자.
예를 들어 방정식       의 해의 하나인    ,
   ,   는 서로 다른 개의 문자  ,  ,   중에서
개의  , 개의  , 개의 를 순서를 생각하지 않고
선택하는 경우인 와 같다고 생각할 수 있다.

같은 방법으로 생각하면 주어진 방정식의 모든 해의 순서쌍
    의 개수는 서로 다른 개의 문자  ,  ,   중에서
개를 택하는 중복조합의 수와 같으므로 구하는 모든
순서쌍     의 개수는

H       C   C   C   × 

 × 
 

일반적으로 방정식     ⋯      (은 자연수,
은 음이 아닌 정수)를 만족시키는 음이 아닌 정수  ,  ,
⋯ , 의 모든 순서쌍     ⋯   의 개수는 서로
다른 개의 문자  ,  , ⋯ ,   중에서 개를 택하는
중복조합의 수 H 과 같다.



 ☑   이상의 자연수 에 대하여 방정식     ⋯      

을 만족시키는 자연수  ,  , ⋯ , 의 모든 순서쌍
    ⋯   의 개수는 다음과 같이 구한다.

  ′   ,   ′   , ⋯ ,   ′  

로 놓으면 ′ , ′ , ⋯ , ′은 음이 아닌 정수이다. 방정식
    ⋯    을 만족시키는 자연수   ,  , ⋯ , 
의 모든 순서쌍     ⋯   의 개수는 방정식
′  ′  ⋯  ′    을 만족시키는 음이 아닌 정수
′ , ′ , ⋯ , ′의 모든 순서쌍 ′  ′  ⋯  ′ 의
개수와 같으므로 H   이다.

⑵ 조건을 만족시키는 함수의 개수
  실수 전체의 집합의 공집합이 아닌 두 부분집합  ,  의
  원소의 개수가 각각  , 일 때, 집합  에서 집합  로의
  함수 중에서 ‘집합  의 임의의 두 원소  , 에 대하여
    이면    ≤   이다’를 만족하는 함수 의 개수는

H

  이다.
 ☑ 위의 조건을 만족시키는 함수는 집합  의 원소 개에서

중복을 허락하여 개를 택하여 집합  의 원소에 크지 않은
수부터 크기순으로 대응시키면 되므로 구하는 함수의 개수
는 서로 다른 개에서 개를 택하는 중복조합의 수인
H과 같다.



✡ 똑같은 공 개를 상자 개에 모두 나누어 담는 경우의 수

⑴ 똑같은 상자 개를 모두 사용하는 경우
⇨ (개, 개, 개) 또는 ( 개, 개, 개) ∴ 가지

⑵ 똑같은 상자 개 중에서 일부만 사용해도 되는 경우
  ① 상자 개 사용 ⇨ (개, 개, 개)
  ② 상자 개 사용 ⇨ (개, 개, 개), (개, 개, 개)
  ③ 상자 개 사용 ⇨ (개, 개, 개), (개, 개, 개)
⑶ 서로 다른 상자 개를 모두 사용하는 경우

⇨ H   C   C   

⑷ 서로 다른 상자 개 중에서 일부만 사용해도 되는 경우
⇨ H   C   C   C   

   이항정리

  자연수 에 대하여 다항식    을 전개하면
     C 

  C 
    C 

     ⋯

 C 
      ⋯  C



  이다. 이와 같이 다항식    을 전개하는 것을
  ‘이항정리’라고 한다.
 ☑ 다항식     을 전개하면

                 

             

이때   항은 세 개의 인수      중 어느 한 인수에서
를 택하고, 나머지 두 인수에서 각각 를 택하여 곱한



   단항식  ,  , 의 합이다.
즉,   의 계수는 세 개의 인수
     중 한 개에서 를 택하는
조합의 수와 같으므로 C   이다.
마찬가지 방법으로   ,   ,  의 계수는 각각 C  , C  ,
C 임을 알 수 있다. 따라서     의 전개식을 조합의
수를 이용하여 나타내면

      C 
  C 

  C 
  C 



이다. 일반적으로 자연수 에 대하여 다항식
    

  
개

        × ⋯ ×    

의 전개식에서      항은 개의 인수      중 개의
인수에서 를 택하고, 나머지    개의 인수에서 를
택하여 곱한 것이므로     의 계수는 개의 인수
     중 개의 인수에서 를 택하는 조합의 수와 같다.
즉, 다항식    의 전개식에서      의 계수는
C 과 같다. 따라서 다항식    의 전개식은

     C 
  C 

    C 
     ⋯

 C 
      ⋯  C



 ☑ C   C  이므로 다항식    의 전개식에서
    의 계수와     의 계수는 같다.



   이항계수

  다항식    의 전개식에서 각 항의 계수
C  , C  , C  , ⋯ , C  , ⋯ , C

  을 ‘이항계수’라 하고, C 
      (    ,  , ⋯ , )을

  ‘일반항’이라고 한다.
 다항식     의 전개식의 일반항을 이용하여   의
  계수를 구해 보자. 다항식     의 전개식의 일반항은

C         C  ×     ×     ×  

(    ,  ,  , ⋯ , )
  이므로   일 때   의 계수는 C  ×    

   이항계수의 성질

  모든 자연수 에 대하여 다음이 성립한다.
⑴ C   C   C   C   ⋯  C   

⑵ C   C   C   C   ⋯     C  

⑶ 이 홀수일 때, C   C   C   ⋯  C  

 C   C   C   ⋯  C    

   이 짝수일 때, C   C   C   ⋯  C

 C   C   C   ⋯  C      



 ☑ 이항정리를 이용하여 다항식    을 전개하면
     C   C   C  

  C 
  ⋯  C



  ⋯ ㉠
⑴ ㉠의 양변에   을 대입하면

  C   C   C   C   ⋯  C   ⋯ ㉡
⑵ ㉠의 양변에    을 대입하면

  C   C   C   C   ⋯     C  ⋯ ㉢
⑶ 이 홀수일 때, 

 (㉡  ㉢)을 하면
    C   C   C   ⋯  C  

   이 홀수일 때, 
 (㉡  ㉢)을 하면

    C   C   C   ⋯  C

   마찬가지 방법으로 이 짝수일 때
C   C   C   ⋯  C

 C   C   C   ⋯  C      



   파스칼의 삼각형

  음이 아닌 정수 에 대하여    의 전개식에서
  이항계수를 차례로 삼각형 모양으로 나열한 것을 ‘파스칼의
  삼각형’이라고 한다.

  파스칼의 삼각형에서 다음이 성립함을 알 수 있다.
⑴ C   C    (  ≤  ≤ )이므로 각 단계의 이항계수의
  배열은 좌우 대칭이다.
⑵   C       C   C   ( ≤  ≤   )이므로
  각 단계에서 이웃하는 두 수의 합은 그 두 수의 가운데의
  아래쪽에 있는 다음 단계의 수와 같다.



  ✡ C     C     C   ⋯    C       C 

 C   C   C   C   C 의 값을 구해 보자.
  C   C   이므로
∴ (준식)   C   C    C   C   C 

  C   C    C   C 

  C   C    C 

 C   C   C   C    ×   

  ✡ C     C     C   ⋯  C     C   

 C   C   C   C   C 의 값을 구해 보자.
  C   C   이므로
∴ (준식)   C   C    C   C   C 

  C   C    C   C 

  C   C    C 

 C   C   C    ×   



  ✡ 파스칼의 삼각형

⑴ 행의 수의 합 : 번째 행의 수의 합은 항상   

  ✡ 파스칼의 삼각형

⑵ 첫 번째 행의 에서 시작하여 연결된 선을 따라 어떤 숫자
  에 도달하는 최단 거리의 수는 가지 [골턴(Galton)관]



  ✡ 하키 스틱 패턴


