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an+2
3an-4 =bn이라 하면 lim

n`Ú¦
 bn=1이고,

an+2�=bn(3an-4)=3anbn-4bn

an(3bn-1)=4bn+2

즉, an=
4bn+2
3bn-1 이므로

lim
n`Ú¦

 an=lim
n`Ú¦

 
4bn+2
3bn-1 =

4 lim
n`Ú¦

bn+2

3 lim
n`Ú¦

bn-1

= 4_1+2
3_1-1 =3

따라서

lim
n`Ú¦

(2an-1)�=2 lim
n`Ú¦

 an-lim
n`Ú¦

 1=2_3-1=5

�  ⑤

1

모든 자연수 n에 대하여 (nbn)Û`>0이므로

lim
n`Ú¦

 
2anÛ`-4bnÛ`

9nÛ`bnÛ`+6nanbn

=lim
n`Ú¦

 

2anÛ`-4bnÛ`
(nbn)Û`

9nÛ`bnÛ`+6nanbn

(nbn)Û`

  =lim
n`Ú¦

 
2_{ an

nbn
}Û`- 4

nÛ`

9+6_
an

nbn

  =
2 lim

n`Ú¦
 { an

nbn
}Û`-lim

n`Ú¦
 4
nÛ`

9+6 lim
n`Ú¦

 
an

nbn

  =
2_{;2#;}Û`-0

9+6_;2#;
=;4!;

�  ②

2

lim
n`Ú¦

 
an

bn
=lim

n`Ú¦
[ an

"Ã9nÛ`+4-3n
_("Ã9nÛ`+4-3n)

� _ 1
(2n+1)bn

_(2n+1)]

  =lim
n`Ú¦
[ an

"Ã9nÛ`+4-3n
_ 1

(2n+1)bn

� _("Ã9nÛ`+4-3n)_(2n+1)]

3

|x|=[ 
-x

x
 

(x<0)

(x¾0)

이므로 점 An은 두 직선 3x-4y+7n=0, y=-x의 교점

이고 점 Bn은 두 직선 3x-4y+7n=0, y=x의 교점이다.

두 직선 3x-4y+7n=0, y=-x의 교점의 x좌표는

3x+4x+7n=0에서 x=-n

두 직선 3x-4y+7n=0, y=x의 교점의 x좌표는

3x-4x+7n=0에서 x=7n

즉, 두 점 An, Bn의 좌표는 각각 (-n, n), (7n, 7n)이고 

선분 AnBn의 중점을 Cn이라 하면 점 Cn의 좌표는

{-n+7n
2 , 

n+7n
2 }, 즉 (3n, 4n)이다.

점 Cn(3n, 4n)을 중심으로 하고 점 An(-n, n)을 지나는 

원 Cn의 반지름의 길이는

"Ã{3n-(-n)}Û`+(4n-n)Û`=5n

또 선분 AnBn이 원 Cn의 지름이고, 원점 O에 대하여 	  

∠AnOBn=;2Ò;이므로 원점 O는 항상 원 Cn 위의 점이다. 	

이때 점 (-2, 0)을 P라 하면 점 P는 원 Cn 밖의 점이므로 

점 P와 원 Cn 위의 점 사이의 거리의 최솟값 an은

an�=PCnÓ-5n	 

="Ã{3n-(-2)}Û`+(4n-0)Û`-5n	  

4

수열의 극한01

1 ⑤	 2 ②	 3 ③	 4 50	 5 ①	 6 4

유제 본문 5~9쪽

이때

lim
n`Ú¦

{("Ã9nÛ`+4-3n)_(2n+1)}

=lim
n`Ú¦

 
("Ã9nÛ`+4-3n)_("Ã9nÛ`+4+3n)_(2n+1)

"Ã9nÛ`+4+3n

=lim
n`Ú¦

 
4_(2n+1)
"Ã9nÛ`+4+3n

=lim
n`Ú¦

 
4_{2+;n!;}

¾̈9+ 4
nÛ`

+3

= 4_2
3+3 =;3$;

이므로

lim
n`Ú¦

 
an

bn
=lim

n`Ú¦
[ an

"Ã9nÛ`+4-3n
_ 1

(2n+1)bn

� _("Ã9nÛ`+4-3n)_(2n+1)]

  =lim
n`Ú¦
  an

"Ã9nÛ`+4-3n
_ 1

lim
n`Ú¦

(2n+1)bn

� _lim
n`Ú¦

{("Ã9nÛ`+4-3n)_(2n+1)}

  =3_;4!;_;3$;=1

�  ③
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|-4|>|2|이므로 분모, 분자를 (-4)n으로 나누고 

lim
n`Ú¦

  2n

(-4)n =lim
n`Ú¦

 {-;2!;}
n

=0임을 이용하면

lim
n`Ú¦

 
a_(-4)n+3_2n

2n+1+(-4)n+1 =lim
n`Ú¦

 
a+3_{-;2!;}

n

2_{-;2!;}
n

-4
=-;4A;

-;4A;=;2#;에서 a=-6

�  ①

5

Ú	r=1일 때, lim
n`Ú¦

 r2n=lim
n`Ú¦

 r2n+2=1이므로 

	 lim
n`Ú¦

 a_r2n+2

r2n+1
= a_1

1+1 =;2A;

	 ;2A;=36에서 a=72

Û	r>1일 때, lim
n`Ú¦

  1
r2n =0이므로

	 lim
n`Ú¦

 a_r2n+2

r2n+1
=lim

n`Ú¦
  a_rÛ`

1+
1
r2n

= arÛ`
1+0 =arÛ`

	 arÛ`=36에서 두 자연수 a, r의 모든 순서쌍 (a, r)은

	 (9, 2), (4, 3), (1, 6)이다.

Ú, Û에서 두 자연수 a, r의 모든 순서쌍 (a, r)은 

(72, 1), (9, 2), (4, 3), (1, 6)이므로 그 개수는 4이다.

�  4

6

Level               기초 연습1 본문 10쪽

1 ①	 2 ④	 3 ④	 4 ②	 5 ③

lim
n`Ú¦

(3-2an)=6이므로

lim
n`Ú¦

 an=lim
n`Ú¦

 ;2!;{3-(3-2an)}=;2!;(3-6)=-;2#;

따라서

lim
n`Ú¦

 an(an-2)=lim
n`Ú¦

 an_lim
n`Ú¦

(an-2)

={-;2#;}_{-;2#;-2}=;;ª4Á;;

�  ①

1

모든 자연수 n에 대하여

an(2n+1)<an+1(4n+2)<an(2n+3)

이 성립하므로 

an(2n+1)<an(2n+3)에서

(2n+3)an-(2n+1)an>0

2an>0, 즉 an>0

an(2n+1)<an+1(4n+2)에서

an+1

an
> 2n+1

4n+2     yy`㉠

an+1(4n+2)<an(2n+3)에서

an+1

an
< 2n+3

4n+2     yy`㉡

㉠, ㉡에서

2n+1
4n+2 <

an+1

an
< 2n+3

4n+2

이때

lim
n`Ú¦

 2n+1
4n+2 =lim

n`Ú¦
 
2+ 1

n

4+ 2
n

=;2!;,

lim
n`Ú¦

 2n+3
4n+2 =lim

n`Ú¦
 
2+ 3

n

4+ 2
n

=;2!;

이므로 수열의 극한의 대소 관계에 의하여

lim
n`Ú¦

 
an+1

an
=;2!;

�  ④

2

="Ã25nÛ`+12n+4-5n

따라서

lim
n`Ú¦

 1
an

=lim
n`Ú¦

  1
"Ã25nÛ`+12n+4-5n

=lim
n`Ú¦

 
"Ã25nÛ`+12n+4+5n

("Ã25nÛ`+12n+4-5n)("Ã25nÛ`+12n+4+5n)

=lim
n`Ú¦

 
"Ã25nÛ`+12n+4+5n

12n+4

=lim
n`Ú¦

 
¾2̈5+ 12

n + 4
nÛ`

+5

12+ 4
n

= 5+5
12 =;6%;

이므로

60_lim
n`Ú¦

 1
an

=60_;6%;=50

�  50

이차방정식 xÛ`+nx-2n=0의 서로 다른 두 실근이 an, bn

이므로 근과 계수의 관계에 의하여

an+bn=-n, anbn=-2n

3
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n
Á
k=1

(nk+nÛ`)=n
n
Á
k=1

k+
n
Á
k=1

nÛ`

=n_
n(n+1)

2 +nÛ`_n=;2#;nÜ`+;2!;nÛ`

n
Á
k=1

(kÛ`+nÛ`)=
n
Á
k=1

kÛ`+
n
Á
k=1

nÛ`

=
n(n+1)(2n+1)

6 +nÛ`_n

=;3$;nÜ`+;2!;nÛ`+;6!;n

따라서

lim
n`Ú¦

 

n
Á
k=1

(nk+nÛ`)

n
Á
k=1

(kÛ`+nÛ`)
=lim

n`Ú¦
 
;2#;nÜ`+;2!;nÛ`

;3$;nÜ`+;2!;nÛ`+;6!;n

  =lim
n`Ú¦

 

3
2 + 1

2n
4
3 + 1

2n + 1
6nÛ`

  =
;2#;

;3$;
=;8(;

�  ②

4

수열 {rn}이 수렴하려면 -1<rÉ1이어야 하므로 수열 	

[{ xÛ`+2x+3
11 }

n

]이 수렴하려면 -1< xÛ`+2x+3
11 É1이

어야 한다.

이때 xÛ`+2x+3=(x+1)Û`+2>0이므로 
xÛ`+2x+3

11 É1

이면 수열 [{ xÛ`+2x+3
11 }

n

]이 수렴한다.

xÛ`+2x+3
11 É1에서 xÛ`+2x+3É11

xÛ`+2x-8É0, (x+4)(x-2)É0

5

Level               기본 연습 본문 11~12쪽2

1 ③	 2 ⑤	 3 ⑤	 4 ①	 5 10	 6 ③

7 11	 8 15

an=
3nÛ`+1

(2n-1)Û`
, bn="ÃnÛ`+2kn-n에서

lim
n`Ú¦

 an=lim
n`Ú¦

  3nÛ`+1
(2n-1)Û`

=lim
n`Ú¦

  3nÛ`+1
4nÛ`-4n+1

=lim
n`Ú¦

 
3+ 1

nÛ`

4- 4
n + 1

nÛ`

=;4#;

lim
n`Ú¦

 bn=lim
n`Ú¦

("ÃnÛ`+2kn-n)

=lim
n`Ú¦

 
("ÃnÛ`+2kn-n)("ÃnÛ`+2kn+n)

"ÃnÛ`+2kn+n

=lim
n`Ú¦

  2kn
"ÃnÛ`+2kn+n

=lim
n`Ú¦

  2k

¾1̈+ 2k
n +1

= 2k
1+1 =k

lim
n`Ú¦

 
an-kbn

anbn
=-;3$;에서 an+0, bn+0, k>0이므로

lim
n`Ú¦

 
an-kbn

anbn
=

lim
n`Ú¦

an-k lim
n`Ú¦

bn

lim
n`Ú¦

an_lim
n`Ú¦

bn

  =
;4#;-kÛ`

;4#;k
=-;3$;

이므로

;4#;-kÛ`=-;3$;_;4#;k=-k

3-4kÛ`=-4k, 4kÛ`-4k-3=0

(2k+1)(2k-3)=0

k>0이므로 k=;2#;

�  ③

1

-4ÉxÉ2

따라서 수열 [{ xÛ`+2x+3
11 }

n

]이 수렴하도록 하는 정수 x

의 값은 -4, -3, -2, -1, 0, 1, 2이므로 그 개수는 7이다.

�  ③

anÛ`+bnÛ`�=(an+bn)Û`-2anbn	  

=(-n)Û`-2_(-2n)=nÛ`+4n

따라서

lim
n`Ú¦

("ÃanÛ`+bnÛ`-n)

=lim
n`Ú¦

("ÃnÛ`+4n-n)

=lim
n`Ú¦

 
("ÃnÛ`+4n-n)("ÃnÛ`+4n+n)

"ÃnÛ`+4n+n

=lim
n`Ú¦

  4n
"ÃnÛ`+4n+n

=lim
n`Ú¦

  4

¾̈1+ 4
n +1

= 4
1+1 =2

�  ④
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n
Á
k=1

ak=3(3n-1+1)에서 n¾2이면

an=
n
Á
k=1

ak-
n-1
Á
k=1

ak=3(3n-1+1)-3(3n-2+1)

=3n-3n-1=2_3n-1

또 aÁ=3_(1+1)=6

따라서 n¾2일 때

lim
n`Ú¦

 
aÁ(an-1)Û`

2n
Á
k=1

ak

=lim
n`Ú¦

 
6_(2_3n-1-1)Û`

3(32n-1+1)

=lim
n`Ú¦

 24_32n-2-24_3n-1+6
32n+3

=lim
n`Ú¦

 
24_ 1

3Û`
-24_ 1

3 _ 1
3n + 6

32n

1+ 3
32n

 

=
24_ 1

3Û`
1

=;3*;

�  ⑤

2

2an+bn=cn으로 놓으면 lim
n`Ú¦

(2an+bn)=3이므로 

lim
n`Ú¦

 cn=3이고,

lim
n`Ú¦

 an=¦이므로 lim
n`Ú¦

 
cn

an
=0이다.

bn=cn-2an이므로

lim
n`Ú¦

 
4an-3bn+1

3an+bn
=lim

n`Ú¦
 
4an-3(cn-2an)+1

3an+(cn-2an)

  =lim
n`Ú¦

 
10an-3cn+1

an+cn

  =lim
n`Ú¦

 
10-3_

cn

an
+ 1

an

1+
cn

an

  = 10-3_0+0
1+0 =10

�  ⑤

3

등차수열 {an}의 공차를 d`(d+0)이라 하면

an=aÁ+d(n-1)=dn+aÁ-d

Sn=
n{2aÁ+d(n-1)}

2 =;2D; nÛ`+
2aÁ-d

2  n

lim
n`Ú¦

 
anÛ`
Sn

=3에서

4

lim
n`Ú¦

 
anÛ`
Sn

=lim
n`Ú¦

 
(dn+aÁ-d)Û`
d
2 nÛ`+

2aÁ-d
2 n

  =lim
n`Ú¦

 
dÛ`nÛ`+2d(aÁ-d)n+(aÁ-d)Û`

d
2 nÛ`+

2aÁ-d
2 n

  =lim
n`Ú¦

 
dÛ`+

2d(aÁ-d)
n +

(aÁ-d)Û`
nÛ`

d
2 +

2aÁ-d
2n

  = dÛ`

;2D;
=2d=3

이므로 d=;2#;

이때 aª=1이므로

aÁ¼=aª+8d=1+8_;2#;=13

�  ①

2n-1_kn+1
23n+1+kn =

;2!;_(2k)n+1

2_8n+kn

이므로 자연수 k를 다음의 경우로 나누어 생각할 수 있다.

Ú	1ÉkÉ3인 경우

	 lim
n`Ú¦

 { k
4 }

n

=0, lim
n`Ú¦

 { k
8 }

n

=0이므로

	 lim
n`Ú¦

 2
n-1_kn+1
23n+1+kn =lim

n`Ú¦
 
;2!;_(2k)n+1

2_8n+kn

	   =lim
n`Ú¦

 
;2!;_{;4K;}

n

+{;8!;}
n

2+{;8K;}
n =;2);=0

Û	k=4인 경우

	 lim
n`Ú¦

 2
n-1_kn+1
23n+1+kn =lim

n`Ú¦
 
;2!;_8n+1

2_8n+4n

	   =lim
n`Ú¦

 
;2!;+{;8!;}

n

2+{;2!;}
n =

;2!;

2 =;4!;

Ü	5ÉkÉ8인 경우

	 ;8%;É;8K;É1에서 lim
n`Ú¦

 { k
8 }

n

=0 또는 lim
n`Ú¦

 { k
8 }

n

=1,

	 ;4%;É;4K;É2에서 lim
n`Ú¦

 { k
4 }

n

=¦이므로

	 lim
n`Ú¦

 2
n-1_kn+1
23n+1+kn =lim

n`Ú¦
 
;2!;_{;4K;}

n

+{;8!;}
n

2+{;8K;}
n =¦

5
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Ý	k¾9인 경우

	 lim
n`Ú¦

 { 8
k }

n

=0, lim
n`Ú¦

 { 1
k }

n

=0이므로

	 lim
n`Ú¦

 2
n-1_kn+1
23n+1+kn =lim

n`Ú¦
 
;2!;_2n+{;k!;}

n

2_{;k*;}
n

+1
=¦

Ú ~ Ý에서 수열 [ 2n-1_kn+1
23n+1+kn ]이 수렴하도록 하는 모

든 자연수 k의 값은 1, 2, 3, 4이므로 그 합은

1+2+3+4=10

�  10

lim
n`Ú¦

  na

"ÃnÜ`+2nÛ`-"ÃnÜ`+1

=lim
n`Ú¦

 
na("ÃnÜ`+2nÛ`+"ÃnÜ`+1)

("ÃnÜ`+2nÛ`-"ÃnÜ`+1)("ÃnÜ`+2nÛ`+"ÃnÜ`+1)

=lim
n`Ú¦

 
na"ÃnÜ`+2nÛ`+na"ÃnÜ`+1
(nÜ`+2nÛ`)-(nÜ`+1)

=lim
n`Ú¦

 
"Ãn2a+3+2n2a+2+"Ãn2a+3+n2a

2nÛ`-1

=lim
n`Ú¦

 
"Ãn2a-1+2n2a-2+"Ãn2a-1+n2a-4

2- 1
nÛ`

    yy`㉠

이때 2a-1>0이면 lim
n`Ú¦

 n2a-1=¦이므로 ㉠은 양의 무한

대로 발산하고, 2a-1<0이면 lim
n`Ú¦

 n2a-1=0이고 	

2a-2<0, 2a-4<0에서 lim
n`Ú¦

 n2a-2=0, lim
n`Ú¦

 n2a-4=0이

므로 ㉠은 0으로 수렴한다.

lim
n`Ú¦

  na

"ÃnÜ`+2nÛ`-"ÃnÜ`+1
=b에서 b+0이므로

2a-1=0, 즉 a=;2!;

이어야 하고

b=lim
n`Ú¦

 
"Ãn2a-1+2n2a-2+"Ãn2a-1+n2a-4

2- 1
nÛ`

=lim
n`Ú¦

 
¾̈1+ 2

n +¾̈1+ 1
nÜ`

2- 1
nÛ`

= 1+1
2 =1

따라서 a+b=;2!;+1=;2#;

�  ③

6

조건 (가)에서 

(3bn'¶an-2'§n )Û`<4
7

y=xÛ`에서 y'=2x

곡선 y=xÛ` 위의 점 An(n, nÛ`)에서의 접선의 기울기가 2n

이므로 이 접선에 수직인 직선의 기울기는 -;2Án;이다.

그러므로 곡선 y=xÛ` 위의 점 An(n, nÛ`)에서의 접선에 수

직이고 점 An을 지나는 직선의 방정식은

y=-;2Án;(x-n)+nÛ`

즉, y=-;2Án;x+nÛ`+;2!;    yy`㉠

점 Bn의 x좌표를 bn이라 하면 직선 ㉠이 점 Bn(bn, 0)을 지

나므로

0=-;2Án;bn+nÛ`+;2!;

bn=2nÜ`+n

한편, 

OAnÓ="Ãn Û`+(nÛ`)Û`="ÃnÝ`+nÛ`

AnBnÓ="Ã{(2nÜ`+n)-n} Û`+(0-nÛ`)Û`="Ã4nß`+n Ý`

삼각형 AnOBn에서 ∠OAnCn=∠CnAnBn이므로

OAnÓ`:`AnBn Ó=OCn Ó`:`BnCnÓ에서

AnBn Ó
OAn Ó

=
BnCn Ó
OCn Ó

8

-2<3bn'¶an-2'§n<2

2'§n-2<3bn'¶an<2'§n+2

;3@;®Â nan
- 2

3'¶an

<bn<;3@;®Â nan
+ 2

3'¶an

    yy`㉠

조건 (나)에서 lim
n`Ú¦

 
an

3n-1 =3이므로

lim
n`Ú¦

 
an

n =lim
n`Ú¦

 { an

3n-1 _ 3n-1
n }

  =3_3=9

에서 lim
n`Ú¦
®Â nan

=®;9!;=;3!;

한편,

lim
n`Ú¦

 an=lim
n`Ú¦
[ an

3n-1 _(3n-1)]=¦

이므로 ㉠에서

lim
n`Ú¦

 {;3@;®Â nan
- 2

3'¶an

}=;3@;_;3!;-0=;9@;

lim
n`Ú¦

 {;3@;®Â nan
+ 2

3'¶an

}=;3@;_;3!;+0=;9@;

그러므로 수열의 극한의 대소 관계에 의하여

lim
n`Ú¦
 bn=;9@;

따라서 p=9, q=2이므로

p+q=9+2=11

�  11
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따라서

lim
n`Ú¦
[n_{ BnCnÓ

OCn Ó
- 2nÜ`

OAnÓ
}]

=lim
n`Ú¦
[n_{AnBn Ó

OAnÓ
- 2nÜ`

OAn Ó
}]

=lim
n`Ú¦
{n_

AnBnÓ-2nǛ
OAn Ó

}

=lim
n`Ú¦
[ n
"ÃnÝ`+nÛ`

_("Ã4nß`+nÝ`-2nÜ`)]

=lim
n`Ú¦
{ n
"ÃnÝ`+nÛ`

_ nÝ`
"Ã4nß`+nÝ`+2nÜ`

}

=lim
n`Ú¦

 »
1

¾¨1+ 1
nÛ`

_ 1

¾4̈+ 1
nÛ`

+2
¼

=;1!;_ 1
2+2 =;4!;

이므로

60_lim
n`Ú¦
[n_{ BnCnÓ

OCn Ó
- 2nÜ`

OAn Ó
}]=60_;4!;=15 

�  15

∠BnACn=;3Ò;, ABn Ó=n, ACn Ó=n Û`이 CÇ

n

nÛ

BÇA
;3Ò;

므로 삼각형 ABnCn에서 코사인법칙에 

의하여

BnCnÓ Û`=ABnÓ Û`+ACn Ó Û`

� -2_ABn Ó_ACnÓ_cos`A

=nÛ`+nÝ`-2_n_nÛ`_cos`;3Ò;

=nÝ`-nÜ`+nÛ`

BnCnÓ>0이므로 BnCn Ó="ÃnÝ`-nÜ`+n Û`

이때 삼각형 ABnCn의 내접원의 반지름의 길이가 rn이므로 

삼각형 ABnCn의 넓이를 Sn이라 하면

Sn=;2!;_rn_(ABnÓ+ACn Ó+BnCnÓ)

=;2!;_rn_{n+n Û`+"ÃnÝ`-nÜ`+nÛ` }

=
rn

2 (nÛ`+n+"ÃnÝ`-nÜ`+nÛ`)    yy`㉠

1

3Level                실력 완성

1 ④	 2 ③	 3 ③

본문 13쪽

또한

Sn=;2!;_ABn Ó_ACn Ó_sin`;3Ò;

=;2!;_n_nÛ`_
'3
2

=
'3
4  nÜ`  	   yy`㉡

이므로 ㉠, ㉡에서

rn

2 (nÛ`+n+"ÃnÝ`-nÜ`+nÛ`)=
'3
4  nÜ`

rn=
'3nÜ`

2(nÛ`+n+"ÃnÝ`-nÜ`+nÛ`)

한편, 삼각형 ABnCn의 외접원의 반지름의 길이가 Rn이므

로 사인법칙에 의하여

BnCn Ó
sin`A =2Rn

Rn=
BnCn Ó

2`sin`A =
"ÃnÝ`-nÜ`+nÛ`

2`sin`;3Ò;
=
"ÃnÝ`-nÜ`+nÛ`

'3

따라서

lim
n`Ú¦

 
Rn

n_rn

=lim
n`Ú¦

 

"ÃnÝ`-nÜ`+nÛ`
'3
'3nÝ`

2(nÛ`+n+"ÃnÝ`-nÜ`+nÛ`)

=;3@; lim
n`Ú¦

 
"ÃnÝ`-nÜ`+nÛ`_(nÛ`+n+"ÃnÝ`-nÜ`+nÛ`)

nÝ`

=;3@; lim
n`Ú¦

 [¾1̈- 1
n + 1

nÛ`
_{1+ 1

n +¾̈1- 1
n + 1

nÛ`
 }]

=;3@;_{1_(1+1)}=;3$;

�  ④

점 Pn(n, 2n)을 지나고 직

O

PÇ

x

y l

BÇ
AÇ

CÇ

DÇ

선 l`:`y=2x에 수직인 직

선, 즉 직선 AnBn의 방정식

은

y=-;2!;(x-n)+2n

y=-;2!;x+ 5n
2 � yy`㉠

직선 l과 점 Pn에서 접하고 x축에 접하는 원의 중심의 좌표

를 (an, bn)이라 하면 이 원의 반지름의 길이는 bn이다.

원의 중심 (an, bn)은 직선 ㉠ 위의 점이므로

bn=-;2!;an+
5n
2 	yy`㉡

2

정답과 풀이  7
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원의 중심 (an, bn)에서 x축에 내린 수선의 발을 Hn이라 하면

OHnÓ=OPnÓ

이때 OHnÓ=|an|, OPn Ó="ÃnÛ`+(2n)Û`='5n이므로

|an|='5n
an=-'5n 또는 an='5n

an=-'5n이면 bn=-;2!;_(-'5n)+ 5n
2 =

5+'5
2 n

an='5n이면 bn=-;2!;_'5n+ 5n
2 =

5-'5
2 n

이때 원 Cn의 중심인 점 An의 x좌표가 원 Dn의 중심인 점 

Bn의 x좌표보다 작으므로 

An{-'5n, 
5+'5

2 n}, Bn{'5n, 
5-'5

2 n}

이고

AnBn Ó=¾̈{'5n-(-'5n)}Û`+{ 5-'5
2 n-

5+'5
2 n}Û`

=5n

한편, 두 직선 AnBn, An+1Bn+1은 모두 직선 l에 수직이므

로 네 점 An, An+1, Bn, Bn+1을 꼭짓점으로 하는 사각형은 

AnBnÓAn+1Bn+1Ó인 사다리꼴이다.

두 점 Pn(n, 2n), Pn+1(n+1, 2n+2)에 대하여

PnPn+1Ó="Ã{(n+1)-n}Û`+{(2n+2)-2n}Û`='5
이므로 사다리꼴 AnBnBn+1An+1의 넓이 Sn은

Sn=;2!;_(AnBn Ó+An+1Bn+1Ó)_PnPn+1 Ó

=;2!;_{5n+5(n+1)}_'5

=5'5 {n+;2!;}

따라서

lim
n`Ú¦

 
Sn

n =lim
n`Ú¦

 
5'5 {n+;2!;}

n

  =5'5 lim
n`Ú¦

 {1+ 1
2n }

  =5'5_1=5'5
�  ③

lim
n`Ú¦
 a("ÃnÛ`+bn-n)=3이므로

lim
n`Ú¦
 a("ÃnÛ`+bn-n)

=lim
n`Ú¦

 
a("ÃnÛ`+bn-n)("ÃnÛ`+bn+n)

"ÃnÛ`+bn+n

=lim
n`Ú¦

  abn
"ÃnÛ`+bn+n

=lim
n`Ú¦

  ab

¾1̈+ b
n +1

= ab
2 =3

3

에서 ab=6    yy`㉠

㉠을 만족시키는 두 자연수 a, b의 모든 순서쌍 (a, b)는 	

(1, 6), (2, 3), (3, 2), (6, 1)이다.

이때 a, b의 값에 따라 lim
n`Ú¦

 
(ab)n+1+an+1

(ab)n+bn 의 값은 다음과 

같다.

Ú	a=1, b=6일 때

	 lim
n`Ú¦

 
(ab)n+1+an+1

(ab)n+bn =lim
n`Ú¦

 6
n+1+1
6n+6n =lim

n`Ú¦
 6

n+1+1
2_6n

	   =lim
n`Ú¦

 
6+{;6!;}

n

2 =3

Û	a=2, b=3일 때

	 lim
n`Ú¦

 
(ab)n+1+an+1

(ab)n+bn =lim
n`Ú¦

 6
n+1+2n+1

6n+3n

	   =lim
n`Ú¦

 
6+2_{;3!;}

n

1+{;2!;}
n =6

Ü	a=3, b=2일 때

	 lim
n`Ú¦

 
(ab)n+1+an+1

(ab)n+bn =lim
n`Ú¦

 6
n+1+3n+1

6n+2n

	   =lim
n`Ú¦

 
6+3_{;2!;}

n

1+{;3!;}
n =6

Ý	a=6, b=1일 때

	 lim
n`Ú¦

 
(ab)n+1+an+1

(ab)n+bn =lim
n`Ú¦

 6
n+1+6n+1

6n+1

	   =lim
n`Ú¦

 2_6n+1

6n+1

	   =lim
n`Ú¦

  12

1+{;6!;}
n =12

Ú ~ Ý에 의하여 lim
n`Ú¦

 
(ab)n+1+an+1

(ab)n+bn 의 최댓값과 최솟값

은 각각 12, 3이다.

따라서 M=12, m=3이므로

M+m=12+3=15

�  ③
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1
4nÛ`-1

= 1
(2n-1)(2n+1)

= 1
(2n+1)-(2n-1)

 { 1
2n-1 - 1

2n+1 }

=;2!; { 1
2n-1 - 1

2n+1 }

이므로

¦
Á
n=1

  1
4nÛ`-1

=lim
n`Ú¦

 
n
Á
k=1

  1
4kÛ`-1

  =lim
n`Ú¦

 
n
Á
k=1

 ;2!; { 1
2k-1 - 1

2k+1 }

  =lim
n`Ú¦

 ;2!;[{1-;3!;}+{;3!;-;5!;}+{;5!;-;7!;}+y

� +{ 1
2n-1 - 1

2n+1 }]

  =lim
n`Ú¦

 ;2!; {1- 1
2n+1 }

  =;2!;_1=;2!;

�  ②

1

이차방정식 xÛ`-('§n+'Än+1)x+"ÃnÛ`+n=0에서 근과 

계수의 관계에 의하여

an='§n+'Än+1, bn="ÃnÛ`+n

이므로

{ an

bn
}Û`- 4

bn
=

('§n+'Än+1)Û`-4"Ãn(n+1)
nÛ`+n

=
('Än+1-'§n)Û`

n(n+1)

={ 'Än+1-'§n
'§n 'Än+1

}Û`

={ 1
'§n - 1

'Än+1
}Û`

즉, ¾{̈ an

bn
}Û`- 4

bn
= 1
'§n - 1

'Än+1

따라서

¦
Á
n=1
¾{̈ an

bn
}Û`- 4

bn

=
¦
Á
n=1

 { 1
'§n - 1

'Än+1
}

2

=lim
n`Ú¦

 
n
Á
k=1
{ 1
'k - 1

'Äk+1
}

=lim
n`Ú¦
[{1- 1

'2 }+{
1
'2 - 1

'3 }+{
1
'3 - 1

'4 }+y

� +{ 1
'§n - 1

'Än+1
}]

=lim
n`Ú¦

 {1- 1
'Än+1

}=1

�  ③

¦
Á
n=1

 an=
¦
Á
n=1

 ;3!;{(an-bn)+(2an+bn)}

=;3!;[
¦
Á
n=1

(an-bn)+
¦
Á
n=1

(2an+bn)]

=;3!;_(3+3)=2

¦
Á
n=1

 bn=
¦
Á
n=1

{an-(an-bn)}

=
¦
Á
n=1

 an-
¦
Á
n=1

(an-bn)

=2-3=-1

이므로
¦
Á
n=1

(an+2bn)=
¦
Á
n=1

 an+2
¦
Á
n=1

 bn

=2+2_(-1)=0

�  ③

다른 풀이

¦
Á
n=1

(an+2bn)=
¦
Á
n=1

{(2an+bn)-(an-bn)}

=
¦
Á
n=1

(2an+bn)-
¦
Á
n=1

(an-bn)

=3-3=0

3

급수 
¦
Á
k=1

(ak-1)이 수렴하므로

lim
n`Ú¦

(an-1)=0

이때

lim
n`Ú¦

 an=lim
n`Ú¦

{(an-1)+1}

=lim
n`Ú¦

(an-1)+lim
n`Ú¦

 1

=0+1=1

한편,

Sn-1-n=Sn-an-n

=
n
Á
k=1

 ak-an-
n
Á
k=1

 1

=
n
Á
k=1

(ak-1)-an

이므로

4

급수02

1 ②	 2 ③	 3 ③	 4 ③	 5 ④	 6 29

유제 본문 15~19쪽

정답과 풀이  9
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lim
n`Ú¦

(Sn-1-n)=lim
n`Ú¦
[

n
Á
k=1

(ak-1)-an]

=lim
n`Ú¦

 
n
Á
k=1

(ak-1)-lim
n`Ú¦

 an

=
¦
Á
n=1

(an-1)-lim
n`Ú¦

 an

=4-1=3

�  ③

수열 {an}은 다음과 같다.

{an}: 1, 2, 0, 1, 2, 0, 1, 2, 0, y
즉, 모든 자연수 n에 대하여

a3n-2=1, a3n-1=2, a3n=0

이므로 bn=4n으로 놓으면

¦
Á
n=1

 
an

4n =
¦
Á
n=1

 
an

bn

  =
¦
Á
n=1

 { a3n-2

b3n-2
+

a3n-1

b3n-1
+

a3n

b3n
}

  =
¦
Á
n=1

 { 1
43n-2 + 2

43n-1 + 0
43n }

  =
¦
Á
n=1

 { 16
64n + 8

64n }

  =
¦
Á
n=1

 ;8#;_{;6Á4;}
n-1

  =
;8#;

1-;6Á4;
=;2¥1;

�  ④

5

5n+an

23n ={;8%;}
n

+{;8A;}
n

이고

¦
Á
n=1

 {;8%;}
n

=
;8%;

1-;8%;
=;3%;이므로 

¦
Á
n=1

 {;8A;}
n

=
¦
Á
n=1
[ 5n+an

23n -{;8%;}
n

]

=
¦
Á
n=1
 5

n+an

23n -
¦
Á
n=1

 {;8%;}
n

=a-;3%;

등비급수 
¦
Á
n=1

 {;8A;}
n

이 수렴하므로 

-1<;8A;<1, 즉 -8<a<8

이다. 이때

¦
Á
n=1

 {;8A;}
n

=
;8A;

1-;8A;
= a

8-a

이므로 
a

8-a =a-;3%;에서

6

a={a-;3%;}(8-a)

3aÛ`-26a+40=0

(a-2)(3a-20)=0

a=2 또는 a=;;ª3¼;;

이때 -8<2<8, -8<;;ª3¼;;<8이므로 조건을 만족시키는 

모든 실수 a의 값의 합은

2+;;ª3¼;;=;;ª3¤;;

따라서 p=3, q=26이므로

p+q=3+26=29

�  29

Level               기초 연습1 본문 20쪽

1 ②	 2 ③	 3 ①	 4 ②

등차수열 {an}의 첫째항과 공차를 모두 d`(d>0)이라 하면

Sn=
n{2d+(n-1)d}

2 =
dn(n+1)

2

1
Sn

= 2
dn(n+1)

= 2
d [

1
(n+1)-n

 { 1
n - 1

n+1 }]

= 2
d  { 1

n - 1
n+1 }

이때

n
Á
k=1

 1
Sk

=
n
Á
k=1

 2d  { 1
k - 1

k+1 }

  = 2
d [{1-;2!;}+{;2!;-;3!;}+{;3!;-;4!;}+y

� +{ 1
n - 1

n+1 }]

  = 2
d  {1- 1

n+1 }

이므로 
¦
Á
n=1

  1
Sn

=SÁ에서 

¦
Á
n=1

 1
Sn

=lim
n`Ú¦

 
n
Á
k=1

 1
Sk

  =lim
n`Ú¦

 2d  {1- 1
n+1 }

  = 2
d (1-0)

  = 2
d =SÁ

1

10  EBS 수능특강 수학영역 l 미적분
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즉, dSÁ=2

SÁ=aÁ이고 aÁ=d이므로

aÁÛ`=2

aÁ>0이므로

aÁ='2
�  ②

급수 
¦
Á
n=1

 { n-a
n - an

n+a }이 수렴하므로

lim
n`Ú¦

 { n-a
n - an

n+a }=0이다.

lim
n`Ú¦

 { n-a
n - an

n+a }=lim
n`Ú¦

 n-a
n -lim

n`Ú¦
  an
n+a 

=1-a=0

에서 a=1

이때

S=
¦
Á
n=1

 { n-1
n - n

n+1 }

=lim
n`Ú¦

 
n
Á
k=1

 { k-1
k - k

k+1 }

=lim
n`Ú¦
[{0-;2!;}+{;2!;-;3@;}+{;3@;-;4#;}+y

� +{ n-1
n - n

n+1 }]

=lim
n`Ú¦

 {- n
n+1 }=-1

따라서 a+S=1+(-1)=0

�  ③

2

¦
Á
n=1

(an+2bn-2)=2, 
¦
Á
n=1

(an-bn-5)=-4이므로

¦
Á
n=1

(an+2bn-2)-
¦
Á
n=1

(an-bn-5)

=
¦
Á
n=1

{(an+2bn-2)-(an-bn-5)}

=
¦
Á
n=1

(3bn+3)=2-(-4)=6

이고
¦
Á
n=1

(bn+1)=
¦
Á
n=1
 ;3!;(3bn+3)

=;3!; 
¦
Á
n=1

(3bn+3)

=;3!;_6=2

한편, 두 급수 
¦
Á
n=1

(an+2bn-2), 
¦
Á
n=1

(an-bn-5)가 각각 

수렴하므로

lim
n`Ú¦

(an+2bn-2)=0, lim
n`Ú¦

(an-bn-5)=0

이고

lim
n`Ú¦

(an+2bn-2)+2 lim
n`Ú¦

(an-bn-5)

=lim
n`Ú¦

(an+2bn-2)+lim
n`Ú¦

(2an-2bn-10)

=lim
n`Ú¦

{(an+2bn-2)+(2an-2bn-10)}

=lim
n`Ú¦

(3an-12)=0

에서

lim
n`Ú¦

 an=lim
n`Ú¦
[;3!;(3an-12)+4]

=;3!; lim
n`Ú¦

(3an-12)+lim
n`Ú¦

 4

=;3!;_0+4=4

따라서

lim
n`Ú¦
[an+

n
Á
k=1

(bk+1)]=lim
n`Ú¦

 an+lim
n`Ú¦

 
n
Á
k=1

(bk+1)

=lim
n`Ú¦

 an+
¦
Á
n=1

(bn+1)

=4+2=6

�  ②

4

급수 
¦
Á
n=1

(x-5){ x-2
2 }

n

이 수렴하려면

(x-5)_ x-2
2 =0 또는 -1< x-2

2 <1

이어야 한다.

(x-5)_ x-2
2 =0에서

x=5 또는 x=2  	  yy`㉠

-1< x-2
2 <1에서

-2<x-2<2

0<x<4  	   yy`㉡

㉠, ㉡에서 조건을 만족시키는 정수 x의 값은

1, 2, 3, 5

이므로 그 합은

1+2+3+5=11

�  ①

3

Level               기본 연습 본문 21~22쪽2

1 ①	 2 ⑤	 3 ③	 4 ②	 5 ①	 6 ⑤

7 19

aÁ+aª+a£=19에서

aÁ+aÁr+aÁrÛ`=aÁ(1+r+rÛ`)=19  	  yy`㉠

㉠에서 aÁ+0

1

정답과 풀이  11
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이차방정식 9xÛ`-mx+1=0이 서로 다른 두 실근을 가지

므로 이차방정식 9xÛ`-mx+1=0의 판별식을 D라 하면

D=(-m)Û`-4_9_1=mÛ`-36>0

m은 양수이므로 m>6    yy`㉠

이때 이차방정식 9xÛ`-mx+1=0에서 근과 계수의 관계에 

의하여

a+b= m
9 >0, ab=;9!;>0

이므로 두 근 a, b는 양수이고, a<b라 하면

0<a<1

이다. 즉, 급수 
¦
Á
n=1

 an은 수렴하고 급수 
¦
Á
n=1

(an+bn)이 수

렴하므로
¦
Á
n=1

 bn=
¦
Á
n=1

{(an+bn)-an}

=
¦
Á
n=1

(an+bn)-
¦
Á
n=1

 an

에서 급수 
¦
Á
n=1

 bn은 수렴한다. 

즉, 0<b<1
¦
Á
n=1

(an+bn)=3에서

¦
Á
n=1

(an+bn)=
¦
Á
n=1

 an+
¦
Á
n=1

 bn

= a
1-a+ b

1-b

=
a(1-b)+b(1-a)

(1-a)(1-b)

= a+b-2ab
1-(a+b)+ab

=

m
9 -2_;9!;

1- m
9 +;9!;

= m-2
10-m =3

2

이므로 m-2=3(10-m), m=8

이때 m=8은 ㉠을 만족시킨다.

따라서 

ab
a+b=

;9!;

;9*;
=;8!;

이므로

¦
Á
n=1
{ aba+b }

n

=
¦
Á
n=1
{;8!;}

n

=
;8!;

1-;8!;
=;7!;

�  ⑤

급수 
¦
Á
n=1

 an이 수렴하므로 등비수열 {an}의 공비를 r이라 

하면 -1<r<1이다.
¦
Á
n=1

 an=27에서 
aÁ

1-r =27

aÁ=27(1-r)  	   yy`㉡

㉡을 ㉠에 대입하면

27(1-r)(1+r+rÛ`)=19, 27(1-rÜ`)=19

27rÜ`=8, rÜ`=;2¥7;, r=;3@;

㉡에서 aÁ=27_{1-;3@;}=9

따라서 a¢=aÁrÜ`=9_;2¥7;=;3*;

�  ①

등비수열 {an}의 공비를 r이라 하자.

급수 
¦
Á
n=1

 an이 수렴하므로 |r|<1이고, 
¦
Á
n=1

 an=1에서

¦
Á
n=1

 an=
aÁ

1-r =1이므로

aÁ=1-r  	   yy`㉠

한편, 

1
4n_an

= 1
4n_aÁ_rn-1

= 1
4aÁ _{

1
4r }

n-1

이고 급수 
¦
Á
n=1

  1
4n_an

이 수렴하므로

| 1
4r |<1에서 r<-;4!; 또는 r>;4!;    yy`㉡

또 |r|<1에서 -1<r<1  	   yy`㉢
㉡, ㉢에서

-1<r<-;4!; 또는 ;4!;<r<1  	   yy`㉣

¦
Á
n=1

  1
4n_an

=1에서

¦
Á
n=1

  1
4n_an

=

1
4aÁ

1- 1
4r

=1  	   yy`㉤

㉠을 ㉤에 대입하면

1
4(1-r)

1- 1
4r

=1

1
4(1-r)

=1- 1
4r = 4r-1

4r

(1-r)(4r-1)=r

4rÛ`-4r+1=0

3
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an=pn-1에서

a2n+2-a2n�={p(2n+2)-1}-(2pn-1)	  

=2p

이므로

1
a2n a2n+2

= 1
a2n+2-a2n

 { 1
a2n

- 1
a2n+2

}

= 1
2p  { 1

a2n
- 1

a2n+2
}

이고

n
Á
k=1

  1
a2k a2k+2

=
n
Á
k=1

 1
2p  { 1

a2k
- 1

a2k+2
}

= 1
2p [{

1
a2

- 1
a4
}+{ 1

a4
- 1

a6
}+{ 1

a6
- 1

a¥ }+y

� +{ 1
a2n

- 1
a2n+2

}]

= 1
2p  { 1

a2
- 1

a2n+2
}

= 1
2p [

1
2p-1 - 1

p(2n+2)-1
]

이때 
¦
Á
n=1

  1
a2n a2n+2

=;3Á0;에서

¦
Á
n=1

  1
a2n a2n+2

=lim
n`Ú¦

 
n
Á
k=1

  1
a2k a2k+2

=lim
n`Ú¦

 1
2p [

1
2p-1 - 1

p(2n+2)-1
]

= 1
2p _ 1

2p-1 =;3Á0;

이므로 2p(2p-1)=30

2pÛ`-p-15=0

(2p+5)(p-3)=0

p>1이므로 p=3

4

따라서 an=3n-1이고 an+2-an=6이므로

¦
Á
n=1

  1
an an+2

=lim
n`Ú¦

 
n
Á
k=1

  1
ak ak+2

=lim
n`Ú¦

 
n
Á
k=1
[ 1

ak+2-ak
 { 1

ak
- 1

ak+2
}]

=;6!; lim
n`Ú¦
[{ 1

a1
- 1

a3
}+{ 1

a2
- 1

a4
}+{ 1

a3
- 1

a5
}+y

� +{ 1
an-1

- 1
an+1
}+{ 1

an
- 1

an+2
}]

=;6!; lim
n`Ú¦

 { 1
a1

+ 1
a2

- 1
an+1

- 1
an+2

}

=;6!; lim
n`Ú¦
[;2!;+;5!;- 1

3(n+1)-1
- 1

3(n+2)-1
]

=;6!;_{;2!;+;5!;}

=;6¦0;

�  ②

등비수열 {an}의 공비를 r`(r+0)이라 하면

an=aÁrn-1

조건 (가)에서 모든 자연수 n에 대하여 
bn

an
=2이므로 

bn=2an=2aÁrn-1

이때

an bn�=aÁ rn-1_2aÁrn-1	  

=2aÁÛ`_(rÛ`)n-1

조건 (나)에서 
¦
Á
n=1

 an bn=4이므로 -1<rÛ`<1이고

¦
Á
n=1

 an bn=
2aÁÛ`
1-rÛ`

=4  	  yy`㉠

한편, aªbª=1이므로

aÁr_bÁr=2aÁÛ`_rÛ`=1

2aÁÛ`= 1
rÛ`

  	   yy`㉡

㉡을 ㉠에 대입하면

1
rÛ`

1-rÛ`
=4, 4rÝ`-4rÛ`+1=0

(2rÛ`-1)Û`=0, rÛ`=;2!;

rÛ`=;2!; 을 ㉡에 대입하면

aÁÛ`= 1
2rÛ`

=1

따라서

5

(2r-1)Û`=0, r=;2!;

;4!;<;2!;<1이므로 ㉣을 만족시킨다.

㉠에서 aÁ=1-r=;2!;

따라서

aª=aÁ_r

=;2!;_;2!;=;4!;

�  ③
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급수 
¦
Á
n=1

 {an-
nÛ`

16nÛ`-4
}이 수렴하므로 

lim
n`Ú¦

 {an-
nÛ`

16nÛ`-4
}=0

bn=an-
nÛ`

16nÛ`-4
으로 놓으면 lim

n`Ú¦
 bn=0이고

an=bn+
nÛ`

16nÛ`-4

이므로

lim
n`Ú¦

 an=lim
n`Ú¦

 {bn+
nÛ`

16nÛ`-4
}

=lim
n`Ú¦

 bn+lim
n`Ú¦

  nÛ`
16nÛ`-4

=0+;1Á6;=;1Á6;

한편, an=bn+
nÛ`

16nÛ`-4
에서

an-;1Á6;=bn+
nÛ`

16nÛ`-4
-;1Á6;

=bn+
nÛ`

16nÛ`-4
-

nÛ`-;4!;

16nÛ`-4

=bn+
;4!;

16nÛ`-4

=bn+
1

16(4nÛ`-1)
¦
Á
n=1

 {an-
nÛ`

16nÛ`-4
}=;8#;에서

¦
Á
n=1

 bn=;8#;

이고

¦
Á
n=1

  1
16(4nÛ`-1)

=;1Á6; lim
n`Ú¦

 
n
Á
k=1

  1
(2k-1)(2k+1)

=;1Á6; lim
n`Ú¦

 
n
Á
k=1

 ;2!; { 1
2k-1 - 1

2k+1 }

=;3Á2; lim
n`Ú¦[{1-;3!;}+{;3!;-;5!;}+{;5!;-;7!;}+y

� +{ 1
2n-1 - 1

2n+1 }]

=;3Á2; lim
n`Ú¦

 {1- 1
2n+1 }=;3Á2;

6

따라서

lim
n`Ú¦
[an+

n
Á
k=1

 {ak-;1Á6;}]

=lim
n`Ú¦

 an+lim
n`Ú¦

 
n
Á
k=1

 {ak-;1Á6;}

=lim
n`Ú¦

 an+lim
n`Ú¦

 
n
Á
k=1

 [bk+
1

16(4kÛ`-1)
]

=;1Á6;+
¦
Á
n=1

 bn+
¦
Á
n=1

  1
16(4nÛ`-1)

=;1Á6;+;8#;+;3Á2;

=;3!2%;

�  ⑤

점 A에서 x축에 내린 수선의 발을 H라 하면 점 H는 원 CÁ 

위의 점이므로

AHÓ=APÁÓ

삼각형 PÁQÁRÁ이 정삼각형이므로

QÁRÁÓ⊥l

점 A는 정삼각형 PÁQÁRÁ의 무게중심이므로

APªÓ=;2!; APÁÓ

QÁ

CÁ

Cª

PÁ

rÁ

Qª

B

O I x

l
y

A

H

RÁ

Rª

Pª

rª

자연수 n에 대하여 두 삼각형 PnQnRn, Pn+1Qn+1Rn+1은 

모두 정삼각형이므로 서로 닮은 도형이며, 원 Cn의 반지름

의 길이를 rn이라 할 때, 두 삼각형 PnQnRn, Pn+1Qn+1Rn+1

의 닮음비는 rn`:`rn+1이고, 모든 자연수 n에 대하여 

rn`:`rn+1=rÁ`:`rª이다. 

한편, 원 Cª의 중심을 B, 점 B에서 x축에 내린 수선의 발

을 I라 하면 두 삼각형 OAH, OBI는 서로 닮은 도형이고

rÁ`:`rª�=AHÓ`:`BIÓ	 	

=OAÓ`:`OBÓ	  

=(OAÓ+rÁ)`:`(OBÓ+rª)	  

=OPÁÓ`:`OPªÓ

7

a£_b°=(aÁ_rÛ`)_(2aÁ_rÝ`)

=2_aÁÛ`_(rÛ`)Ü``

=2_1_{;2!;}Ü`=;4!;

�  ①
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이다. 이때 AHÓ=APÁÓ=rÁ이고 sin`h=;3@;이므로

OAÓ= AHÓ
sin`h=

rÁ

;3@;
=;2#;rÁ

OPÁÓ=OAÓ+APÁÓ

=;2#;rÁ+rÁ=;2%;rÁ

OPªÓ=OAÓ-APª Ó

=OAÓ-;2!; APÁÓ

=;2#;rÁ-;2!;rÁ=rÁ

이므로

rÁ`:`rª=OPÁÓ̀ :`OPªÓ

=;2%;rÁ`:`rÁ

=;2%;`:`1

자연수 n에 대하여 두 삼각형 PnQnRn, Pn+1Qn+1Rn+1의 

닮음비가 ;2%;`:`1, 즉 1`:`;5@;이다.

그러므로 Sn`:`Sn+1=1Û``:`{;5@;} Û`이므로 수열 {Sn}은 공비

가 {;5@;}Û`인 등비수열이다.

한편, 정삼각형 PÁQÁRÁ에서

PÁQÁÓ=2_APÁÓ̀ cos`;6Ò;='3rÁ

이므로 정삼각형 PÁQÁRÁ의 넓이 SÁ은 

SÁ=
'3
4 _PÁQÁÓ Û`

=
'3
4 _('3rÁ)Û`

=
3'3
4  rÁÛ`

¦
Á
n=1

 Sn=7'3에서

¦
Á
n=1

 Sn=

3'3
4  rÁÛ`

1-{;5@;}Û`

=
3'3
4  rÁÛ`_;2@1%;

=7'3

rÁÛ`=7'3_;2@5!;_ 4
3'3 ={;;Á5¢;;}Û`

rÁ>0이므로 rÁ=;;Á5¢;;

따라서 p=5, q=14이므로

p+q=5+14=19

�  19

곡선 y='Ä3x-1과 직선 y='¶2n 의 교점 An의 x좌표는

'Ä3x-1='¶2n에서

x= 2n+1
3

점 An의 좌표가 { 2n+1
3 , '¶2n }이므로 직선 OAn의 방정

식은

y=
'¶2n

2n+1
3

 x, 즉 y=
3'¶2n
2n+1  x

y='Ä3x-1과 y=
3'¶2n
2n+1  x를 연립하면

'Ä3x-1=
3'¶2n
2n+1  x

3x-1= 18n
(2n+1)Û`

 xÛ`

xÛ`-
(2n+1)Û`

6n  x+
(2n+1)Û`

18n =0    yy`㉠

직선 OAn과 곡선 y='Ä3x-1은 점 An에서 만나므로 이차

방정식 ㉠은 점 An의 x좌표를 근으로 갖는다. 점 Bn의 x좌

표를 bn이라 하면 이차방정식의 근과 계수의 관계에 의하여

bn_
2n+1

3 =
(2n+1)Û`

18n

bn=
(2n+1)Û`

18n _ 3
2n+1 = 2n+1

6n
두 점 An, Bn의 x좌표의 차 an은

an=
2n+1

3 - 2n+1
6n

=
2n(2n+1)-(2n+1)

6n

=
(2n+1)(2n-1)

6n
¦
Á
n=1

 { n
an

-p}=q에서 급수 
¦
Á
n=1

 { n
an

-p}가 수렴하므로

lim
n`Ú¦

 { n
an

-p}=0이다.

lim
n`Ú¦
[ 6nÛ`

(2n+1)(2n-1)
-p]

=lim
n`Ú¦

 { 6nÛ`
4nÛ`-1

-p}

=lim
n`Ú¦

  6nÛ`
4nÛ`-1

-lim
n`Ú¦

 p

=;2#;-p=0

에서 p=;2#;

따라서

1

3Level                실력 완성

1 ①	 2 15	 3 73

본문 23쪽
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q=
¦
Á
n=1

 { 6nÛ`
4nÛ`-1

-;2#;}

=
¦
Á
n=1
 12nÛ`-3(4nÛ`-1)

2(4nÛ`-1)

=
¦
Á
n=1
  3
2(4nÛ`-1)

=;2#; lim
n`Ú¦

 
n
Á
k=1

  1
(2k-1)(2k+1)

=;4#; lim
n`Ú¦

 
n
Á
k=1

 { 1
2k-1 - 1

2k+1 }

=;4#; lim
n`Ú¦
[{1-;3!;}+{;3!;-;5!;}+{;5!;-;7!;}+y

� +{ 1
2n-1 - 1

2n+1 }]

=;4#; lim
n`Ú¦

 {1- 1
2n+1 }

=;4#;

따라서 p+q=;2#;+;4#;=;4(;

�  ①

곡선 y=loga`x와 직선 y=n의 교점 Pn의 x좌표는

loga`x=n에서

x=an

또 곡선 y=loga`x와 직선 y=2n의 교점 Qn의 x좌표는

loga`x=2n에서

x=a2n

따라서 두 점 Pn, Qn의 좌표는 각각

Pn(a
n, n), Qn(a

2n, 2n)

한편, loga`x=0에서 x=1이므로 점 A의 좌표는 (1, 0)이

다.

O A x

y

y=2n

y=n

y=log� x
QÇ

HÇ
PÇ

KÇJÇ

IÇ

TÇ

SÇ

두 점 Pn, Qn에서 x축에 내린 수선의 발을 각각 Jn, Kn이라 

하면 삼각형 QnPnA의 넓이는 삼각형 PnAJn의 넓이와 사

다리꼴 PnJnKnQn의 넓이의 합에서 삼각형 QnAKn의 넓이

를 뺀 것과 같으므로

Sn=;2!;_(an-1)_n+;2!;_(n+2n)_(a2n-an)

� -;2!;_(a2n-1)_2n

2

=;2!;{(nan-n)+(3na2n-3nan)-(2na2n-2n)}

=;2!;(na2n-2nan+n)

한편, 삼각형 QnInHn의 넓이 Tn은

Tn=;2!;_QnInÓ_InHn Ó

=;2!;_a2n_(2n-n)

=;2!;na2n

이므로

Sn

Tn
=
;2!;(na2n-2nan+n)

;2!;na2n

=1-2_{;a!;}
n

+{ 1
aÛ`
}

n

이고, a>1이므로

lim
n`Ú¦

 
Sn

Tn
�=lim

n`Ú¦
 [1-2_{;a!;}

n

+{ 1
aÛ`
}

n

]	  

=1-2_0+0	  

=1

이때 급수 
¦
Á
n=1

 {k-
Sn

Tn
}이 수렴하므로 

lim
n`Ú¦

 {k-
Sn

Tn
}=0

즉,

lim
n`Ú¦
 {k-

Sn

Tn
}�=lim

n`Ú¦
 k-lim

n`Ú¦
 
Sn

Tn
	 

=k-1=0

에서 k=1

그러므로 
¦
Á
n=1

 {1- Sn

Tn
}=;5#;에서

¦
Á
n=1

 {1- Sn

Tn
}=

¦
Á
n=1
[2_{;a!;}

n

-{ 1
aÛ`
}

n

]

=2
¦
Á
n=1

 {;a!;}
n

-
¦
Á
n=1

 { 1
aÛ`
}

n

=2_
;a!;

1-;a!;
-

1
aÛ`

1- 1
aÛ`

= 2
a-1 - 1

aÛ`-1

= 2a+1
aÛ`-1

=;5#;

5(2a+1)=3(aÛ`-1)

3aÛ`-10a-8=0

(3a+2)(a-4)=0
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등비수열 {an}의 첫째항을 a`(a+0), 공비를 r`(r+0)이

라 하자. 조건 (가)에서

b£=|a£+1|-1=|arÛ`+1|-1

이고 조건 (나)에서 b£=0이므로

|arÛ`+1|-1=0, |arÛ`+1|=1

arÛ`=-2 또는 arÛ`=0

이때 a+0, r+0이므로 arÛ`=-2에서

a=- 2
rÛ`

  	   yy`㉠

이고 a<0이다.

조건 (가)에서

b°=|a°+1|-1=|arÝ`+1|-1

이고 조건 (나)에서 a°=b°이므로

arÝ`=|arÝ`+1|-1

|arÝ`+1|=arÝ`+1

즉, arÝ`+1¾0    yy`㉡

㉠을 ㉡에 대입하면

- 2
rÛ`

_rÝ`+1=-2rÛ`+1¾0

rÛ`É;2!;

즉, -
'2
2 Ér<0 또는 0<rÉ '22

이므로 등비수열 {an}은 수렴한다.

bn�=|an+1|-1	  

=|arn-1+1|-1	 

=[ 
arn-1

-arn-1-2
 

(arn-1+1¾0)

(arn-1+1<0)

이고 arÝ`+1¾0, rÛ`É;2!;이므로 r의 부호에 관계없이 4 이

상의 자연수 m에 대하여 arm+1¾0이다.

따라서 n¾5일 때, bn=arn-1

Ú	0<rÉ '22 일 때 

	� rÛ`<r<1이고 a<0이므로 	  

a<ar<arÛ`=-2

	 즉, a+1<ar+1<arÛ`+1<0이므로

	 bÁ=-a-2= 2
rÛ`

-2

	 bª=-ar-2= 2
r -2

	 bÁ+bª=;;Á2Á;;에서

3

	 { 2
rÛ`

-2}+{ 2
r -2}=;;Á2Á;;

	 19rÛ`-4r-4=0

	 이때 0<rÉ '22 이므로

	 r=
2+4'5

19

	 이는 r이 유리수라는 조건에 모순이다.

Û	-
'2
2 Ér<0일 때 

	 a<0이므로 ar>0

	 즉, ar+1>0이므로

	 bª=ar=- 2
r

	 한편, a+1=- 2
rÛ`

+1<0이므로

	 bÁ=-a-2= 2
rÛ`

-2

	 bÁ+bª=;;Á2Á;;에서

	 { 2
rÛ`

-2}+{- 2
r }=;;Á2Á;;

	 15rÛ`+4r-4=0

	 (5r-2)(3r+2)=0

	 이때 -
'2
2 Ér<0이므로

	 r=-;3@;

Ú, Û에서 r=-;3@;이므로

arn-1=- 2
rÛ`

_rn-1

=-2rn-3

=-2_{-;3@;}
n-3

이고, arÛ`+1<0, arÜ`+1=-2r+1>0이므로

bn=

(
{
9
`
-2_{-;3@;}

n-3

2_{-;3@;}
n-3

-2
 

(n+1, n+3)

(n=1 또는 n=3)

¦
Á
n=1

 bn=(bÁ+bª)+b£+
¦
Á
n=4

 bn

=;;Á2Á;;+0+
-2_{-;3@;}

1-{-;3@;}

=;;Á2Á;;+;5$;=;1^0#;

따라서 p=10, q=63이므로

p+q=10+63=73

�  73

a>1이므로 a=4

따라서 60_;aK;=60_;4!;=15

�  15
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lim
x`Ú -¦

 2
x+1+3x-1

2x+3x 에서 -x=t라 하면 x`Ú -¦일 때 

t`Ú ¦이므로

lim
x`Ú -¦

 2
x+1+3x-1

2x+3x =lim
t`Ú ¦

 2
-t+1+3-t-1

2-t+3-t

  =lim
t`Ú ¦

 
2_{;2!;}

t

+;3!;_{;3!;}
t

{;2!;}
t

+{;3!;}
t

  =lim
t`Ú ¦

 
2+;3!;_{;3@;}

t

1+{;3@;}
t

  =
2+;3!;_0

1+0 =2

�  ④

1

곡선 y=f(x)가 점 (1, 0)을 지나므로 f(1)=0이다.

극한 lim
x`Ú 1

 
 f(x)

ln (ax+b)
가 0이 아닌 값으로 수렴하고

lim
x`Ú 1

`f(x)=f(1)=0이므로

lim
x`Ú 1

 ln (ax+b)=ln (a+b)=0

a+b=1    yy`㉠

곡선 y=f(x)가 점 (1, 0)에서 직선 y=3x-3에 접하므

로 f '(1)=3이다.

lim
x`Ú 1

 
 f(x)

ln (ax+b)
=lim

x`Ú 1
 

 f(x)-f(1)
ln{a(x-1)+1}

  =lim
x`Ú 1

 

 f(x)-f(1)
x-1

ln{a(x-1)+1}
x-1

이때 lim
x`Ú 1

 
 f(x)-f(1)

x-1 =f '(1)=3이고

lim
x`Ú 1

 
ln{a(x-1)+1}

x-1 에서 x-1=t로 놓으면

x`Ú 1일 때 t`Ú 0이고

lim
x`Ú 1

 
ln{a(x-1)+1}

x-1 =lim
t`Ú 0

 
ln (1+at)

t

2

  =lim
t`Ú 0

 [ ln (1+at)
at _a]=a

이므로

lim
x`Ú 1

 
 f(x)

ln (ax+b)
=lim

x`Ú 1
 

 f(x)-f(1)
x-1

ln{a(x-1)+1}
x-1

  =
lim
x`Ú 1

 
 f(x)-f(1)

x-1

lim
x`Ú 1

 
ln{a(x-1)+1}

x-1

  =;a#;=;2!;

에서 a=6

㉠에서 b=1-a=1-6=-5

따라서 |a-b|=|6-(-5)|=11

�  ①

f(x)=xÛ``logª`x+ax에서

f '(x)=2x`logª`x+xÛ`_ 1
x`ln`2 +a

=2x`logª`x+ x
ln`2 +a

ln`2=
logª`2
logª`e = 1

logª`e 이므로

f '(2)=2_2_logª`2+ 2
ln`2 +a

=(4+a)+2`logª`e

f '(2)=b`logª`e이고 logª`e가 무리수이므로

4+a=0, 2=b

따라서 a=-4, b=2이므로

a+b=-4+2=-2

�  ①

3

곡선 y=f(x)가 점 A(1, 0)을 지나므로

f(1)=;2!;(1Û`_ln`a-1)=0

ln`a=1, a=e

그러므로

f(x)=;2!;{xÛ``ln (ex)-1}

=;2!;{xÛ`(1+ln`x)-1}

=;2!;(xÛ`+xÛ``ln`x-1)

=;2!;xÛ`+;2!;xÛ``ln`x-;2!;

점 B의 좌표가 (t, f(t))이므로 ADÓ=t-1, BDÓ=f(t)

이다. 그러므로 사각형 ADBC의 넓이 S(t)는

S(t)=ADÓ_BDÓ=(t-1)f(t)

4

여러 가지 함수의 미분03

1 ④	 2 ①	 3 ①	 4 ④	 5 ②	 6 ②

7 15	 8 ④	 9 ④

유제 본문 25~33쪽
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한편, 선분 AD를 지름으로 하는 원의 반지름의 길이는

;2!; ADÓ= t-1
2

이므로 이 원의 내부와 사각형 ADBC의 외부의 공통부분

의 넓이 T(t)는

T(t)=;2!;_{ t-1
2 }Û`p= (t-1)Û`

8  p

그러므로

lim
t`Ú 1+

 
S(t)
T(t)

= lim
t`Ú 1+

 
(t-1)f(t)
(t-1)Û`

8  p
= 8
p  lim

t`Ú 1+
 
 f(t)
t-1

이때 f(1)=0이므로

lim
t`Ú 1+

 
 f(t)
t-1 = lim

t`Ú 1+
 
 f(t)-f(1)

t-1 =f '(1)

f(x)=;2!;xÛ`+;2!;xÛ``ln`x-;2!;에서

f '(x)=;2!;_2x+;2!; {2x`ln`x+xÛ`_;[!;}

=;2#;x+x`ln`x

이므로

lim
t`Ú 1+

 
 f(t)
t-1 =f '(1)=;2#;_1+1_ln`1=;2#;

따라서

lim
t`Ú 1+

 
S(t)
T(t)

= 8
p  lim

t`Ú 1+
 
 f(t)
t-1 = 8

p_;2#;= 12
p

�  ④

0<x<p일 때, 방정식 sin`x=
'3
3 의 해는 곡선 

y=sin`x`(0<x<p)와 직선 y=
'3
3 의 교점의 x좌표와 

같다. 

이때 sin`a=sin`b= '33 이고 0<a<b<p이므로 곡선 

y=sin`x`(0<x<p)와 직선 y=
'3
3  은 그림과 같다.

O

1

-1

y

13y=;;3;;

x

y=sin x

y=cos x
cos b

cos a

a pb

cos Û``x=1-sinÛ``x이고 cos`a>0, cos`b<0이므로

cos`a="Ã1-sinÛ``a

=¾1̈-{ '33 }
Û`=
'6
3

5

cos`b=-"Ã1-sinÛ``b

=-¾̈1-{ '33 }
Û`=-

'6
3

따라서

cos (b-a)=cos`b`cos`a+sin`b`sin`a

={- '63 }_
'6
3 +{ '33 }

Û`

=-;3@;+;3!;

=-;3!;

�  ②

x-;2!;=t로 놓으면 x`Ú ;2!;일 때 t`Ú 0이므로

lim
x`Ú ;2!;

 
cos (px)
4xÛ`-1

=lim
t`Ú 0

 
cos[p{t+;2!;}]

4{t+;2!;}Û`-1

  =lim
t`Ú 0

 
cos{pt+;2Ò;}

4t(t+1)

  =lim
t`Ú 0

 
-sin (pt)
4t(t+1)

  =-lim
t`Ú 0

 [ sin (pt)
pt _p_ 1

4(t+1)
]

  =-[1_p_ 1
4_(0+1)

]

  =-;4Ò;

�  ②

6

점 P가 선분 AB를 지름으로 하는 원 위의 점이므로 선분 

PB를 그으면

∠APB=;2Ò;

A Q H B
h

P

S
R

g(h)

1-sin h

1-cos h

f(h)

삼각형 PSB의 넓이를 S(h)라 하면

f(h)-g(h)={ f(h)+S(h)}-{g(h)+S(h)}
AQÓ=1-cos`h이므로

BQÓ=ABÓ-AQÓ=1-(1-cos`h)=cos`h
이고, 점 P에서 선분 AB에 내린 수선의 발을 H라 하면

PHÓ=APÓ`sin`h=(ABÓ`cos`h) sin`h=cos`h`sin`h

7
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이므로 삼각형 PQB의 넓이 f(h)+S(h)는

f(h)+S(h)=;2!;_BQÓ_PHÓ

=;2!;_cos`h_cos`h`sin`h

= cosÛ``h`sin`h
2

또 PBÓ=ABÓ`sin`h=sin`h이고 PRÓ=1-sin`h이므로 삼

각형 PRB의 넓이 g(h)+S(h)는

g(h)+S(h)=;2!;_PBÓ_PRÓ

=;2!;_sin`h_(1-sin`h)

=
sin`h(1-sin`h)

2
그러므로

f(h)-g(h)={ f(h)+S(h)}-{g(h)+S(h)}

= cosÛ``h`sin`h
2 -

sin`h(1-sin`h)
2

한편, ;2Ò;-h=t로 놓으면 h`Ú ;2Ò;-일 때 t`Ú 0+이고,

sin`h=sin {;2Ò;-t}=cos`t,

cos`h=cos {;2Ò;-t}=sin`t

이므로

lim
h`Ú ;2Ò;-

 
 f(h)-g(h)

{h-;2Ò;}Û`

= lim
h`Ú ;2Ò;-

 [
1

{h-;2Ò;}Û̀
_[ cosÛ̀ `h`sin`h

2 -
sin`h(1-sin`h)

2 ]]

= lim
t`Ú 0+

 [ 1
tÛ`

_[ sinÛ``t`cos`t
2 -

cos`t(1-cos`t)
2 ]]

=;2!; lim
t`Ú 0+

 
sinÛ``t`cos`t-cos`t(1-cos`t)

tÛ`

=;2!; lim
t`Ú 0+

 { sinÛ``t
tÛ`

_cos`t- 1-cos`t
tÛ`

_cos`t}

=;2!; [ lim
t`Ú 0+

 { sinÛ``t
tÛ`

_cos`t}- lim
t`Ú 0+

 { 1-cos`t
tÛ`

_cos`t}]

이때

lim
t`Ú 0+

 1-cos`t
tÛ`

= lim
t`Ú 0+

 
(1-cos`t)(1+cos`t)

tÛ`(1+cos`t)

  = lim
t`Ú 0+

 { sinÛ``t
tÛ`

_ 1
1+cos`t }

  =1Û`_ 1
1+1

  =;2!;

이므로

극한 lim
x`Ú ;2Ò;

 2x`sin`x-a

x-;2Ò;
가 수렴하고 lim

x`Ú ;2Ò;
 {x-;2Ò;}=0이므

로 lim
x`Ú ;2Ò;

(2x`sin`x-a)=0이다. 

즉, 2_;2Ò;_sin`;2Ò;-a=0에서 a=p

한편, f(x)=2x`sin`x로 놓으면

f {;2Ò;}=2_;2Ò;_sin`;2Ò;=p이므로

lim
x`Ú ;2Ò;

 2x`sin`x-a

x-;2Ò;
=lim

x`Ú ;2Ò;
 
 f(x)-f {;2Ò;}

x-;2Ò;
=f '{;2Ò;}

이때 f '(x)=2`sin`x+2x`cos`x이므로

lim
x`Ú ;2Ò;

 2x`sin`x-a

x-;2Ò;
=f '{;2Ò;}

  =2_sin`;2Ò;+2_;2Ò;_cos`;2Ò;

  =2

따라서 a=p, b=2이므로

a_b=2p
�  ④

8

f(x)=0에서 

x`sin`x+kxÛ`-kpx=0

x{sin`x+k(x-p)}=0

x=0 또는 sin`x+k(x-p)=0

방정식 sin`x+k(x-p)=0의 실근은 곡선 y=sin`x와 

직선 y=-k(x-p)의 교점의 x좌표와 같다. 

곡선 y=sin`x와 직선 y=-k(x-p)는 모두 점 (p, 0)
을 지나므로 방정식 sin`x+k(x-p)=0은 x=p를 실근

으로 갖는다.

9

lim
h`Ú ;2Ò;-

 
 f(h)-g(h)

{h-;2Ò;}Û`

=;2!;[ lim
t`Ú 0+

 { sinÛ``t
tÛ`

_cos`t}- lim
t`Ú 0+

 { 1-cos`t
tÛ`

_cos`t}]

=;2!;_{1Û`_1-;2!;_1}

=;2!;_;2!;=;4!;

따라서

60_ lim
h`Ú ;2Ò;-

 
 f(h)-g(h)

{h-;2Ò;}Û`
=60_;4!;=15

�  15
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따라서 a=0, b=p이다. 

이때 곡선 y=f(x)가 x축과 두 점 (0, 0), (p, 0)에서만 

만나야 하므로 곡선 y=sin`x와 직선 y=-k(x-p)는 점 

(p, 0)에서만 만나야 한다.

y=sin x
y=-k(x-p)

p 2pO

y

x

함수 y=sin`x의 그래프는 그림과 같고, y=sin`x에서 	

y'=cos`x이므로 곡선 y=sin`x 위의 점 (p, 0)에서의 접

선의 기울기는

cos`p=-1

이다. 이때 k>0에서 -k<0이므로 직선 y=-k(x-p)
의 기울기는 음수이고, 곡선 y=sin`x와 직선 	 

y=-k(x-p)가 점 (p, 0)에서만 만나려면 

-kÉ-1, 즉 k¾1

이어야 하므로 m=1이다.

g(x)=x`sin`x+xÛ`-px에서 

g'(x)=sin`x+x`cos`x+2x-p이므로

g'{;2B;}=g'{;2Ò;}

=sin`;2Ò;+;2Ò;`cos`;2Ò;+2_;2Ò;-p

=1

따라서

m+g'{;2B;}=1+1=2

�  ④

참고

;2Ò;<x<p 또는 p<x<;2#;p일 때, -1<cos`x<0이므로 

열린구간 {;2Ò;, ;2#;p}에서 곡선 y=sin`x 위의 점에서의 접

선의 기울기의 절댓값은 x=p일 때 최대이고, 따라서 곡선 

y=sin`x와 직선 y=-(x-p)는 한 점 (p, 0)에서만 만

난다.

Level               기초 연습1 본문 34~35쪽

1 ④	 2 ③	 3 ③	 4 ⑤	 5 ⑤	 6 16

7 11

lim
x`Ú 0

 
ln (1+4x+4xÛ`)

2x+xÛ`

=lim
x`Ú 0

 
ln (1+2x)Û`
x(x+2)

=lim
x`Ú 0

 
2`ln |1+2x|

x(x+2)

=lim
x`Ú 0

 [ ln (1+2x)
2x _ 4

x+2 ]

=lim
x`Ú 0

 
ln (1+2x)

2x _lim
x`Ú 0

  4
x+2

=1_;2$;

=2

�  ④

다른 풀이

lim
x`Ú 0

 
ln (1+4x+4xÛ`)

2x+xÛ`

=lim
x`Ú 0

 [ ln (1+4x+4xÛ`)
4x+4xÛ`

_ 4x+4xÛ`
2x+xÛ`

]

=lim
x`Ú 0

 
ln (1+4x+4xÛ`)

4x+4xÛ`
_lim

x`Ú 0
 4+4x
2+x

=1_;2$;

=2

1

극한 lim
x`Ú a

  xÛ`-4x+4
cos (x-a)-1 가 수렴하고, 함수

y=cos (x-a)-1이 실수 전체의 집합에서 연속이므로

lim
x`Ú a

{cos (x-a)-1}=cos`0-1=0

이고, 따라서

lim
x`Ú a

(xÛ`-4x+4)=0

이어야 한다. 즉, 

lim
x`Ú a

(xÛ`-4x+4)�=aÛ`-4a+4=(a-2)Û`=0

이므로 a=2

이때 x-2=t라 하면 x`Ú 2일 때 t`Ú 0이므로

3

lim
x`Ú 0

 
(ax-1)(ax+a)
xÛ`+(a+1)x

=lim
x`Ú 0

 { ax-1
x _ ax+a

x+a+1 }

  =lim
x`Ú 0

 a
x-1
x _lim

x`Ú 0
  ax+a
x+a+1

  =ln`a_ 1+a
a+1

  =ln`a

따라서 ln`a=2`ln`3=ln`9에서

a=9

�  ③

2
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3`sin`a=tan`a에서 

3`sin`a- sin`a
cos`a=0

{3- 1
cos`a } sin`a=0    yy`㉠

0<a<;2Ò;이므로 sin`a+0

즉, ㉠에서

3- 1
cos`a=0, cos`a=;3!;

sin`a="Ã1-cosÛ``a

=¾̈1-{;3!;}Û`= 2'2
3

따라서

sin {a+;6Ò;}=sin`a`cos`;6Ò;+cos`a`sin`;6Ò;

=
2'2
3 _

'3
2 +;3!;_;2!;

=
1+2'6

6

�  ⑤

4

f(x)=0에서 2`sin`x-cos`x=0

2`sin`x=cos`x, 
sin`x
cos`x =;2!;

tan`x=;2!;

즉, 점 A의 좌표를 (a, 0)이라 하면 tan`a=;2!;이다.

sinÛ``x+cosÛ``x=1에서 tanÛ``x+1= 1
cosÛ``x

이고 

0<a<;2Ò;이므로

5

g(x)=| f(x)|라 하면

lim
h`Ú 0+

 
| f(a+h)|-| f(a-h)|

h

= lim
h`Ú 0+

 
g(a+h)-g(a-h)

h

= lim
h`Ú 0+

 
{g(a+h)-g(a)}-{g(a-h)-g(a)}

h

= lim
h`Ú 0+
[ g(a+h)-g(a)

h +
g(a-h)-g(a)

-h ]

= lim
h`Ú 0+
 g(a+h)-g(a)

h + lim
h`Ú 0+
 g(a-h)-g(a)

-h

이때 lim
h`Ú 0+
 g(a-h)-g(a)

-h 에서 -h=t로 놓으면 

h`Ú 0+일 때 t`Ú 0-이고

lim
h`Ú 0+
 g(a-h)-g(a)

-h = lim
t`Ú 0-
 g(a+t)-g(a)

t

이므로

lim
h`Ú 0+

 
| f(a+h)|-| f(a-h)|

h =0

에서

lim
h`Ú 0+
 g(a+h)-g(a)

h + lim
t`Ú 0-
 g(a+t)-g(a)

t =0

� yy`㉠

이때 함수 g(x)가 x=a에서 미분가능한 경우와 미분가능

하지 않은 경우로 나누어 생각할 수 있다.

Ú	x=a에서 미분가능한 경우

	 f '(x)=2x`ln`2에서 모든 실수 x에 대하여 

	 f '(x)>0이므로 f '(a)>0이고 g'(a)+0이다.

	 이때

6

lim
x`Ú a

  xÛ`-4x+4
cos (x-a)-1 =lim

x`Ú 2
 

(x-2)Û`
cos (x-2)-1

  =lim
t`Ú 0

  tÛ`
cos`t-1

  =lim
t`Ú 0

 
tÛ`(cos`t+1)

(cos`t-1)(cos`t+1)

  =lim
t`Ú 0

 [ tÛ`
sin Û``t

_(-cos`t-1)]

  �=1Û`_(-1-1)	  

=-2

따라서 b=-2이므로

a+b=2+(-2)=0

�  ③

cos`a=¾̈ 1
1+tanÛ``a

= 1

1+{;2!;}Û`
= 2
'5

sin`a="Ã1-cosÛ``a

=¾¨1-{ 2
'5 }

Û`= 1
'5

f '(x)=2`cos`x+sin`x이므로 곡선 y=f(x) 위의 	  

점 A(a, 0)에서의 접선의 기울기는 

f '(a)=2`cos`a+sin`a

=2_ 2
'5 + 1

'5

= 5
'5 ='5

�  ⑤
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A Bh

P

f(h)

점 P가 선분 AB를 지름으로 하는 원 위의 점이므로 

∠APB=;2Ò;

ABÓ=2이므로

APÓ=ABÓ`cos`h=2`cos`h
BPÓ=ABÓ`sin`h=2`sin`h
그러므로 삼각형 PAB의 넓이 f(h)는

f(h)=;2!;_APÓ_BPÓ

=;2!;_2`cos`h_2`sin`h

=2`sin`h`cos`h
이고

f '(h)�=2`cos`h`cos`h-2`sin`h`sin`h	  

=2`cosÛ``h-2`sinÛ``h
한편, h=a일 때 APÓ`:`BPÓ=2`:`1이므로

2`cos`a`:`2`sin`a=2`:`1에서

2`sin`a=cos`a    yy`㉠
㉠을 sinÛ``a+cosÛ``a=1에 대입하면

sin Û``a+(2`sin`a)Û`=1

sin Û``a=;5!;

7

	 lim
h`Ú 0+
 g(a+h)-g(a)

h + lim
t`Ú 0-
 g(a+t)-g(a)

t

	 =g'(a)+g'(a)=2g'(a)+0

	 이므로 ㉠을 만족시키지 않는다.

Û	x=a에서 미분가능하지 않은 경우

	 f(x)=0에서 2x-4=0, x=2

	� 이고, f '(2)+0이므로 함수 g(x)=| f(x)|는 x=2에

서만 미분가능하지 않다.

	 즉, a=2라 가정하면

	 lim
h`Ú 0+
 g(a+h)-g(a)

h =lim
h`Ú 0
 2

2+h-4
h =4`ln`2,

	 lim
t`Ú 0-
 g(a+t)-g(a)

t =lim
t`Ú 0
 -22+t+4

t =-4`ln`2

	 이므로 ㉠을 만족시킨다. 

Ú, Û에서 a=2이고,

f '(a)�=f '(2)=2Û`_ln`2=4`ln`2	  

=ln`2Ý`=ln`16

이므로 e f '(a)=eln`16=16ln`e=16

�  16

0<a<;2Ò;이므로 sin`a= 1
'5

㉠에서 cos`a=2`sin`a= 2
'5 이므로

f '(a)=2`cos Û``a-2`sinÛ``a

=2_{ 2
'5 }

Û`-2_{ 1
'5 }

Û`

=;5^;

따라서 p=5, q=6이므로

p+q=5+6=11

�  11

loga (x+1)=1에서 

x+1=a, x=a-1

이므로 점 A의 좌표는 (a-1, 1)이다. 

점 H는 점 A에서 x축에 내린 수선의 발이므로 두 점 A, H

의 x좌표는 서로 같다.

즉, OHÓ=a-1

점 B는 원 xÛ`+yÛ`=1 위의 점이므로 OBÓ=1이고

∠BOH=h이므로 
OHÓ
OBÓ

=cos`h에서

a-1=cos`h, a=cos`h+1

즉, f(h)=cos`h+1이므로

f '(h)=-sin`h
따라서

f '{;3Ò;}=-sin`;3Ò;=-
'3
2

�  ①

1

Level               기본 연습 본문 36~37쪽2

1 ①	 2 11	 3 ④	 4 5	 5 ④	 6 71

7 ①

극한 lim
x`Ú 0
  f(x)

x 가 수렴하고 lim
x`Ú 0
 x=0이므로 lim

x`Ú 0
`f(x)=0

이어야 한다. 즉, 

lim
x`Ú 0
`f(x)�=lim

x`Ú 0
` (e2x-e-2x-eax+b)	  

=1-1-1+b	  

=-1+b=0

이므로 b=1

a=0이면

2
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O

C

A B x

y

a b

lÁ

lª

3

조건 (가)에서 곡선 y=f(x)가 점 A{;6Ò;, 0}을 지나므로

f {;6Ò;}=a_;6Ò;`sin`;6Ò;+b_;6Ò;=;1É2;a+;6Ò;b=0

a+2b=0  	   yy`㉠

f(x)=ax`sin`x+bx에서

f '(x)=a`sin`x+ax`cos`x+b

조건 (나)에서 곡선 y=f(x) 위의 점 B{;2Ò;, f {;2Ò;}}에서

의 접선의 기울기가 1이므로 f '{;2Ò;}=1에서

f '{;2Ò;}=a`sin`;2Ò;+a_;2Ò;`cos`;2Ò;+b

=a+b=1    yy`㉡

㉠, ㉡을 연립하여 풀면 

a=2, b=-1

즉, f '(x)=2`sin`x+2x`cos`x-1이므로 곡선 y=f(x) 

위의 점 A{;6Ò;, 0}에서의 접선의 기울기는

f '{;6Ò;}=2`sin`;6Ò;+2_;6Ò;`cos`;6Ò;-1

=2_;2!;+2_;6Ò;_ '32 -1=
'3
6 p

따라서 k=
'3
6 이므로

60_kÛ`=60_{ '36 }
Û`=5

�  5

4

lim
x`Ú 0
  f(x)

x =lim
x`Ú 0
 e

2x-e-2x

x

  =lim
x`Ú 0
 e

-2x(e4x-1)
x

  =lim
x`Ú 0

 e-2x_lim
x`Ú 0

 { e4x-1
4x _4}

  =1_(1_4)=4

이므로 lim
x`Ú 0
  f(x)

x =0이라는 조건에 모순이다.

즉, a+0이고

lim
x`Ú 0
  f(x)

x =0에서

lim
x`Ú 0
  f(x)

x

=lim
x`Ú 0
 e

2x-e-2x-eax+1
x

=lim
x`Ú 0
 e

-2x(e4x-1)-(eax-1)
x

=lim
x`Ú 0
[ e-2x(e4x-1)

x - eax-1
x ]

=lim
x`Ú 0

 e-2x_lim
x`Ú 0

 { e4x-1
4x _4}-lim

x`Ú 0
 { eax-1

ax _a}

=1_(1_4)-(1_a)

=4-a=0

이므로 a=4

그러므로 

c=lim
x`Ú 0
  f(x)

xÛ`
=lim

x`Ú 0
 e

2x-e-2x-e4x+1
xÛ`

=lim
x`Ú 0
 e

-2x(e4x-1)-(e4x-1)
xÛ`

=lim
x`Ú 0
 (e

-2x-1)(e4x-1)
xÛ`

=lim
x`Ú 0
 e

-2x-1
x _lim

x`Ú 0
 e

4x-1
x

=lim
x`Ú 0
[ e-2x-1

-2x _(-2)]_lim
x`Ú 0
 { e4x-1

4x _4}

={1_(-2)}_(1_4)

=-8

따라서 

a-b-c=4-1-(-8)=11

�  11

기울기가 m인 직선을 lÁ, 기울기가 -2m인 직선을 lª라 하

자. 직선 lÁ이 x축의 양의 방향과 이루는 각의 크기를 a라 

하고 직선 lª가 x축의 양의 방향과 이루는 각의 크기를 b라 

하면 

tan`a=m, tan`b=-2m

이때 a+∠ACB=b이므로 tan (∠ACB)=18에서

tan (∠ACB)=tan (b-a)

= tan`b-tan`a
1+tan`b`tan`a

= -2m-m
1+(-2m)_m

= 3m
2mÛ`-1

=18

이므로 
m

2mÛ`-1
=6

12mÛ`-m-6=0

(4m-3)(3m+2)=0

m>0이므로 m=;4#;

�  ④
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점 A(xÁ, yÁ)은 곡선 y=ln`;2{; 위의 점이므로

yÁ=ln`
xÁ
2

점 B(xª, yª)는 곡선 y=ln`;[@; 위의 점이므로

yª=ln` 2
xª

점 C의 y좌표가 0이고 점 A가 선분 BC의 중점이므로 

yª+0
2 =yÁ, 즉 yª=2yÁ에서

ln` 2
xª =2`ln`

xÁ
2

ln` 2
xª =ln { xÁ

2 }
Û`

2
xª ={ xÁ

2 }
Û`

즉, xÁÛ`xª=8    yy`㉠

f(x)=ln`;2{;라 하면

f(x)=ln`;2{;=ln`x-ln`2에서 f '(x)=;[!;

g(x)=ln`;[@;라 하면

g(x)=ln`2-ln`x에서 g'(x)=-;[!;

f '(xÁ)= 1
xÁ , g'(xª)=- 1

xª 이므로 조건 (나)에서 

1
xÁ _{-

1
xª }=-1

즉, xÁxª=1    yy`㉡

㉡을 ㉠에 대입하여 풀면

xÁ=8, xª=;8!;

이므로

|xÁ-xª|=|8-;8!;|=;;¤8£;;

따라서 p=8, q=63이므로

p+q=8+63=71

�  71

6

f(x)=(xÛ`-ax+2a)ex에서

f '(x)�=(2x-a)ex+(xÛ`-ax+2a)ex	  

={xÛ`+(2-a)x+a}ex

이므로

f(x) f '(x)=(xÛ`-ax+2a){xÛ`+(2-a)x+a}e2x

n(A)=1이 되려면 x에 대한 부등식 f(x) f '(x)É0의 해

의 개수가 1이어야 한다. 이 부등식의 해를 x=k라 하면 	

f(k) f '(k)=0 또는 f(k) f '(k)<0이다. 

그런데 함수 f(x) f '(x)는 실수 전체의 집합에서 연속이고

lim
x`Ú ¦

`f(x) f '(x)

=lim
x`Ú ¦

(xÛ`-ax+2a){xÛ`+(2-a)x+a}e2x=¦

이므로 만약 f(k) f '(k)<0이면 사잇값의 정리에 의해 	

f(a) f '(a)=0인 실수 a가 구간 (k, ¦)에 반드시 존재하

고, kÉxÉa인 어떤 실수 x에 대하여 f(x) f '(x)É0이 

되어 주어진 조건을 만족시키지 않는다.

그러므로 f(k) f '(k)=0이다.

즉, 방정식 f(x) f '(x)=0의 해는 x=k뿐이고, x+k인 

모든 실수 x에 대하여 f(x) f '(x)>0이다.

방정식 f(x) f '(x)=0, 즉

(xÛ`-ax+2a){xÛ`+(2-a)x+a}e2x=0  	  yy`㉠
에서 모든 실수 x에 대하여 e2x>0이므로 ㉠의 해는 방정식

(xÛ`-ax+2a){xÛ`+(2-a)x+a}=0  	   yy`㉡
의 해와 같다.

㉡의 해가 x=k뿐이므로 이차방정식 xÛ̀ -ax+2a=0의 해

가 x=k뿐인 경우와 이차방정식 xÛ`+(2-a)x+a=0의 

해가 x=k뿐인 경우로 나누어 생각해 보자.

두 이차방정식 xÛ`-ax+2a=0, xÛ`+(2-a)x+a=0의 

판별식을 각각 DÁ, Dª라 하면

DÁ=(-a)Û`-4_1_2a=aÛ`-8a,

Dª=(2-a)Û`-4_1_a=aÛ`-8a+4

Ú	�이차방정식 xÛ`-ax+2a=0의 해가 x=k뿐인 경우

	� DÁ=0이므로 Dª=DÁ+4=4>0	  

이 되어 이차방정식 xÛ̀ +(2-a)x+a=0은 서로 다른 2

개의 실근을 갖는다. 따라서 ㉡은 x=k뿐만 아니라 k가 

아닌 다른 실근을 더 갖게 되므로 이 경우는 주어진 조

건을 만족시키지 않는다.

Û	�이차방정식 xÛ`+(2-a)x+a=0의 해가 x=k뿐인 

경우

	� Dª=0이므로 DÁ=Dª-4=-4<0	  

이 되어 이차방정식 xÛ`-ax+2a=0은 실근을 갖지 

않는다.

	� 따라서 ㉡의 해는 x=k뿐이므로 이 경우는 주어진 조

건을 만족시킨다.

Ú, Û에 의하여 Dª=0이므로

5 aÛ`-8a+4=0    yy`(C)

a=4+2'3 또는 a=4-2'3
따라서 조건을 만족시키도록 하는 모든 실수 a의 값의 합은

(4+2'3)+(4-2'3)=8

�  ④

참고

(C)에서 이차방정식의 근과 계수의 관계에 의하여 두 근

의 합은 8이므로 조건을 만족시키는 모든 실수 a의 값의 합

은 8이다.
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3Level                실력 완성

1 61	 2 ①	 3 ③

본문 38쪽

함수 g(x)가 실수 전체의 집합에서 연속이므로 함수 g(x)

는 x=0에서 연속이다. 즉, 

lim
x`Ú 0-

 g(x)= lim
x`Ú 0+

 g(x)=g(0)    yy`㉠

이어야 한다. 

f(x)=axÛ̀ +bx+c`(a, b, c는 상수, a+0)이라 하면

이차함수 f(x)는 실수 전체의 집합에서 연속이므로

lim
x`Ú 0-

 g(x)= lim
x`Ú 0-

`f(x)=f(0)=c

또

lim
x`Ú 0+
 g(x)= lim

x`Ú 0+
 
f(x)-2`sin [3{x+;2Ò;}]

xÛ`

= lim
x`Ú 0+
 
f(x)-2`sin {3x+;2#;p}

xÛ`

= lim
x`Ú 0+
  f(x)+2`cos`3x

xÛ`

에서 극한 lim
x`Ú 0+

 g(x)가 존재하고 lim
x`Ú 0+

 xÛ`=0이므로

lim
x`Ú 0+

{ f(x)+2`cos`3x}=0이어야 한다.

즉, f(0)+2`cos`0=c+2=0이므로 c=-2

이때

lim
x`Ú 0+
 g(x)= lim

x`Ú 0+
  f(x)+2`cos`3x

xÛ`

= lim
x`Ú 0+
 axÛ`+bx-2+2`cos`3x

xÛ`

= lim
x`Ú 0+
 { axÛ`+bx

xÛ`
-2_

1-cos`3x
xÛ`

}

이고

lim
x`Ú 0+
 1-cos`3x

xÛ`

= lim
x`Ú 0+
 (1-cos`3x)(1+cos`3x)

xÛ`(1+cos`3x)

= lim
x`Ú 0+
  1-cosÛ``3x
xÛ`(1+cos`3x)

= lim
x`Ú 0+
[ sinÛ``3x

(3x)Û`
_9_ 1

1+cos`3x ]

=1Û`_9_;2!;=;2(;

또 lim
x`Ú 0+
 axÛ`+bx

xÛ`
= lim

x`Ú 0+
 {a+;[B;}이므로

b>0이면 극한 lim
x`Ú 0+
 axÛ`+bx

xÛ`
 는 양의 무한대로 발산하고, 	

b<0이면 극한 lim
x`Ú 0+
 axÛ`+bx

xÛ`
 는 음의 무한대로 발산하여

1

조건 (가)에서 f(0)=g(0)=0이므로 두 상수 a, b에 대하

여 두 함수 f(x), g(x)를 각각

f(x)=x(x-a), g(x)=x(x-b)

로 놓을 수 있다.

이때 f(3)=15이므로

f(3)=3_(3-a)=15

a=-2

즉, f(x)=x(x+2)이므로 구간 (-1, ¦)에서 	

1+f(x)>0이다.

로그의 성질에 의하여

ln {1+f(x)}g(x)=g(x)_ln {1+f(x)}

이고 조건 (나)에서 lim
x`Ú 0
 ln {1+f(x)}g(x)

xÛ`
=2이므로

lim
x`Ú 0
 ln {1+f(x)}g(x)

xÛ`

=lim
x`Ú 0
 g(x)_ln {1+f(x)}

xÛ`

=lim
x`Ú 0
 [ g(x)

x _
ln {1+f(x)}

f(x)
_

 f(x)
x ]

이때 f(x)=t로 놓으면 x`Ú 0일 때 t`Ú 0이므로

lim
x`Ú 0
 ln {1+f(x)}

f(x)
=lim

t`Ú 0
 ln (1+t)

t
=1

이고

lim
x`Ú 0
  f(x)

x =lim
x`Ú 0
 x(x+2)

x

  =lim
x`Ú 0
 (x+2)=2,

lim
x`Ú 0
 g(x)

x =lim
x`Ú 0
 x(x-b)

x

  =lim
x`Ú 0
 (x-b)=-b

이므로

lim
x`Ú 0
 ln {1+f(x)}g(x)

xÛ`

=lim
x`Ú 0
 g(x)

x _lim
x`Ú 0
 ln {1+f(x)}

f(x)
_lim

x`Ú 0
  f(x)

x

=-b_1_2

=-2b=2

에서 b=-1

따라서

f(x)=x(x+2), g(x)=x(x+1)

이므로

f(1)=1_3=3

이고

g(f(1))�=g(3)=3_4=12

�  ①

7
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lim
x`Ú 0+

 g(x)가 존재하지 않는다.

b=0이면 lim
x`Ú 0+
 axÛ`+bx

xÛ`
= lim

x`Ú 0+
 a=a이므로 수렴하고 

lim
x`Ú 0+

 g(x)가 존재한다.

따라서 b=0이고

lim
x`Ú 0+
 g(x)= lim

x`Ú 0+
  f(x)+2`cos`3x

xÛ`

= lim
x`Ú 0+
 { axÛ`+bx

xÛ`
-2_

1-cos`3x
xÛ`

}

= lim
x`Ú 0+
 a-2 lim

x`Ú 0+
 1-cos`3x

xÛ`

=a-2_;2(;

=a-9

한편, g(0)=f(0)=c=-2이다.

㉠에 의하여 -2=a-9이므로 

a=7

따라서 f(x)=7xÛ`-2이므로

f(3)=7_3Û`-2=61

�  61

직선 l 및 x축, y축으로 둘러싸인 도형이 이등변삼각형이므

로 직선 l의 기울기는 1 또는 -1이다. 

이때 직선 l은 곡선 y=ax`(a>1)과 직선 y=-x의 교점 

P를 지나고 곡선 y=ax에 접하는 직선이므로 기울기는 1이

다.

곡선 y=ax이 직선 y=-x와 만나는 점 P의 좌표를	

(k, -k)`(k<0)이라 하자.

O

P

y y=aÅ

y=-x l

x

-k

k

점 P(k, -k)가 곡선 y=ax 위의 점이므로

-k=ak  	   yy`㉠

y=ax에서 
dy
dx =ax`ln`a

이고 곡선 y=ax 위의 점 P(k, -k)에서의 접선의 기울기

가 1이므로

ak`ln`a=1  	   yy`㉡

㉠을 ㉡에 대입하면

-k`ln`a=1  	   yy`㉢

㉠의 양변에 자연로그를 취하면

2

직선 PQ가 점 P에서 호 AB에 접하므로

OPÓ⊥PQÓ

직각삼각형 POQ에서 ∠POQ=h이므로

OPÓ
OQÓ

=cos`h에서

OQÓ= OPÓ
cos`h= 1

cos`h

PQÓ
OPÓ

=tan`h에서

PQÓ=OPÓ̀ tan`h=tan`h

직각삼각형 ROQ에서 
QRÓ
OQÓ

=tan`h이므로

QRÓ=OQÓ`tan`h= tan`h
cos`h

한편, 두 직각삼각형 ROQ, RQP에서

∠OQR=∠QPR=;2Ò;이고 ∠ORQ=∠QRP(공통)이므

로 두 직각삼각형 ROQ, RQP는 서로 닮은 도형이다. 

따라서

∠PQR=∠QOR=h
이므로 삼각형 PQR의 넓이 g(h)는

g(h)=;2!;_PQÓ_QRÓ_sin (∠PQR)

=;2!;_tan`h_ tan`h
cos`h_sin`h

=;2!;`tanÜ``h

또 직각삼각형 ROQ에서 
OQÓ
ORÓ

=cos`h이므로

ORÓ= OQÓ
cos`h= 1

cosÛ``h
한편, 직선 RS가 점 S에서 호 AB에 접하므로

OSÓ⊥SRÓ

직각삼각형 SOR에서

3

ln (-k)=ln`ak=k`ln`a    yy`㉣

㉣을 ㉢에 대입하면

-ln (-k)=1

ln (-k)=-1

-k=e-1

k=-;e!;

즉, 점 P의 좌표가 {-;e!;, ;e!;}이므로 점 P의 y좌표는

;e!;이다.

�  ①
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f(x)= x+a
xÛ`

=x-1+ax-2에서

f '(x)=-x-2-2ax-3=- 1
xÛ`

- 2a
xÜ`

f '(2)=1에서

-;4!;-;4A;=1, -;4A;=;4%;

따라서 a=-5

�  ①

1

f(x)=tan`x+sec`x에서 

f '(x)=secÛ``x+sec`x`tan`x

= 1
cosÛ``x

+ 1
cos`x _ sin`x

cos`x = 1+sin`x
cosÛ``x

= 1+sin`x
1-sinÛ``x

= 1+sin`x
(1+sin`x)(1-sin`x)

= 1
1-sin`x

f '(a)=;2%;에서 
1

1-sin`a=;2%;, sin`a=;5#;

0<a<;2Ò;이므로 cos`a="Ã1-sinÛ``a=;5$;

따라서

f(a)=tan`a+sec`a

= sin`a
cos`a+ 1

cos`a

=;4#;+;4%;=2

�  ③

2

f(x)=cos` px6 에서

f '(x)=-sin` px6 _{ px6 }
'

=-;6Ò;`sin` px6
이므로

f '(2)=-;6Ò;`sin`;3Ò;

=-;6Ò;_ '32 =-
'3
12 p

�  ①

3

여러 가지 미분법04

1 ①	 2 ③	 3 ①	 4 ②	 5 ④	 6 ②

7 ②	 8 9	 9 ⑤	 10 ⑤

유제 본문 40~48쪽

SRÓ=ÚÞ ORÓ Û`-OSÓ Û`

=¾{̈ 1
cosÛ``h

}Û`-1Û`

=¾̈ 1-cosÝ``h
cosÝ``h

=¾¨ (1-cosÛ``h)(1+cosÛ``h)
cosÝ``h

=¾¨ sinÛ``h(1+cosÛ``h)
cosÝ``h

=
sin`h "Ã1+cosÛ``h

cosÛ``h
삼각형 SOR의 넓이 f(h)는

f(h)=;2!;_OSÓ_SRÓ

=;2!;_1_
sin`h "Ã1+cosÛ``h

cosÛ``h

=
sin`h "Ã1+cosÛ``h

2`cosÛ``h
따라서

lim
h`Ú 0+
  g(h)
h_{ f(h)}Û`

= lim
h`Ú 0+
 

;2!;`tanÜ``h

h_{ sin`h "Ã1+cosÛ``h
2`cosÛ``h

}Û`

= lim
h`Ú 0+
 

sinÜ``h
2`cosÜ``h

h_ sinÛ``h (1+cosÛ``h)
4`cosÝ``h

= lim
h`Ú 0+
 {2_ sin`h

h _ cos`h
1+cosÛ``h

}

=2_1_ 1
1+1Û`

=1

�  ③
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x=ln (tÛ`+1)에서 
dx
dt = 2t

tÛ`+1
,

y=e2t-4에서 
dy
dt =2e2t-4

이므로

dy
dx =

dy
dt
dx
dt

= 2e2t-4

2t
tÛ`+1

=
(tÛ`+1)e2t-4

t  (단, t+0)

따라서 t=2일 때, 
dy
dx 의 값은

5_1
2 =;2%;

�  ④

5

x='t+ 1
2t =t;2!;+;2!;t-1에서

dx
dt =;2!;t-;2!;-;2!;t-2=;2!;t-;2!;(1-t-;2#;),

y=t+ 2
't =t+2t-;2!;에서 

dy
dt =1-t-;2#;

이므로 

dy
dx =

dy
dt
dx
dt

= 1-t-;2#;

;2!;t-;2!;(1-t-;2#;)

=2t;2!;=2't (단, t>1)

t=a일 때 
dy
dx 의 값은 2'a이고 조건에서 t=a에 대응하는 

점에서의 접선의 기울기는 a이므로

2'a=a, 4a=aÛ`

a>1이므로 a=4

�  ②

6

k(x)=e2x+1이라 하면

g(x)=lim
h`Ú 0

 
 f(e2x+2h+1)-f(e2x+1)

h

=lim
h`Ú 0

 
 f(k(x+h))-f(k(x))

h
={ f(k(x))}'

=f '(k(x))k'(x)  	   yy`㉠
k(x)=e2x+1에서 k'(x)=2e2x이므로

k(0)=e0+1=2, k'(0)=2  	  yy`㉡
g(0)=8이고 ㉠, ㉡에서

g(0)=f '(k(0))k'(0)

8=f '(2)_2

따라서 f '(2)=4

�  ②

4 x+2y+exy=0에서 y를 x의 함수로 보고 각 항을 x에 대

하여 미분하면

d
dx (x)+ d

dx (2y)+ d
dx (exy)= d

dx (0)

1+2 dy
dx +exy_{y+x dy

dx }=0

(2+xexy) dy
dx =-1-yexy

dy
dx =-

1+yexy

2+xexy  (단, 2+xexy+0) 

따라서 점 (-1, 0)에서의 접선의 기울기는 

- 1+0
2-1 =-1

�  ②

7

곡선 x`tan`y-p`sin`x=0`{-;2Ò;<y<;2Ò;}가 직선 x=;2Ò;

와 만나는 점의 좌표를 {;2Ò;, a}라 하면

;2Ò;`tan`a-p`sin`;2Ò;=0에서 tan`a=2

x`tan`y-p`sin`x=0에서 y를 x의 함수로 보고 각 항을 x

에 대하여 미분하면

d
dx (x`tan`y)- d

dx (p`sin`x)= d
dx (0)

tan`y+x`secÛ``y dy
dx -p`cos`x=0

dy
dx = p`cos`x-tan`y

x`secÛ``y
 (단, x+0)

tan`a=2이면

secÛ``a=1+tanÛ``a=1+2Û`=5

이므로 주어진 곡선 위의 점 {;2Ò;, a}에서의 접선의 기울기는

p`cos`;2Ò;-tan`a

;2Ò;`secÛ``a
= p_0-2

;2Ò;_5

= -2

;2%;p
=- 4

5p

따라서 p=5, q=4이므로

p+q=5+4=9

�  9

8

f(x)=ax+sin`x에서 f(p)=ap+sin`p=ap이고 

f(p)=2p이므로

ap=2p, a=2

f(x)=2x+sin`x에서

f '(x)=2+cos`x

9
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f(p)=2p에서 g(2p)=p이므로 역함수의 미분법에 의하

여

g'(2p)= 1
 f '(g(2p))

= 1
 f '(p)

= 1
2+cos`p

= 1
2+(-1)

=1

�  ⑤

참고

모든 실수 x에 대하여 f '(x)=2+cos`x>0이다.

따라서 함수 f(x)는 실수 전체의 집합에서 증가하므로 함

수 f(x)의 역함수가 존재한다.

f(x)=x'§x+ln`x=x;2#;+ln`x에서

f '(x)=;2#;x;2!;+;[!;=;2#;x;2!;+x-1 

f "(x)=;4#;x-;2!;-x-2= 3
4'§x - 1

xÛ`
따라서

lim
h`Ú 0

 
 f '(1+h)-f '(1)

h =f "(1)=;4#;-1=-;4!;

�  ⑤

10

Level               기초 연습1 본문 49~50쪽

1 ①	 2 ④	 3 ②	 4 ⑤	 5 ④	 6 ③

7 ⑤	 8 43

f(x)= x
x+1 에서 함수의 몫의 미분법에 의하여

f '(x)=
(x)'_(x+1)-x_(x+1)'

(x+1)Û`
= 1

(x+1)Û`

따라서 f '(1)=;4!;

�  ①

1

f(x)=(x+1) sec`x라 하면 f(0)=1이고

f '(x)=sec`x+(x+1) sec`x`tan`x이므로

lim
x`Ú 0

 
(x+1) sec`x-1

x �=lim
x`Ú 0

 
 f(x)-f(0)

x-0 	  

=f '(0)=1+1_1_0=1

�  ④

2

x>0일 때 f(x)=Ü"�xm=x
m
3 에서

f '(x)= m
3 x

m
3 -1

3

f(x)=ln { 2x-5
4 }Û`=2`ln| 2x-5

4 |

=2`ln|2x-5|-2`ln|4|

=2`ln|2x-5|-2`ln`4

에서

f '(x)=2_
(2x-5)'
2x-5 = 4

2x-5
f '(a)=-4에서

4
2a-5 =-4, 2a-5=-1

따라서 a=2

�  ⑤

4

주어진 곡선에서 t=b에 대응하는 점이 A(3, 2)라 하면

ae-b=3, e2b-eb=2

e2b-eb=2에서 e2b-eb-2=0, (eb-2)(eb+1)=0

eb>0이므로 eb=2  	   yy`㉠

ae-b=3에서 ;2!;a=3, a=6

x=6e-t에서 
dx
dt =-6e-t, 

y=e2t-et에서 
dy
dt =2e2t-et

이므로

dy
dx =

dy
dt
dx
dt

= 2e2t-et

-6e-t = 2e3t-e2t

-6     yy`㉡

t=b에 대응하는 점 A에서 이 곡선에 접하는 직선의 기울

기 m은 ㉠, ㉡에서

m= 2e3b-e2b

-6 = 2_2Ü`-2Û`
-6 = 12

-6 =-2

따라서 a+m=6+(-2)=4

�  ④

참고

eb=2에서 b=ln`2

5

f '(27)= m
3 _27

m
3 -1= m

3 _(3Ü`)
m
3 -1= m

3 _3m-3, 

f '(8)= m
3 _8

m
3 -1= m

3 _(2Ü`)
m
3 -1= m

3 _2m-3

이므로

 f '(27)
 f '(8)

=

m
3 _3m-3

m
3 _2m-3

={;2#;}
m-3

 f '(27)
 f '(8)

=;2#;에서

m-3=1, m=4

�  ②
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점 (b, -1)이 곡선 x-xy+ayÛ`=2 위에 있으므로

b+b+a=2, a+2b=2  	   yy`㉠

x-xy+ayÛ`=2에서 y를 x의 함수로 보고 각 항을 x에 대

하여 미분하면

1-y-x dy
dx +2ay dy

dx =0

(2ay-x) dy
dx =y-1

dy
dx = y-1

2ay-x  (단, x+2ay)

주어진 곡선 위의 점 (b, -1)에서의 접선의 기울기가 -1

이므로

-2
-2a-b =-1, 2a+b=-2  	  yy`㉡

㉠, ㉡을 연립하여 풀면 a=-2, b=2

따라서 a+b=-2+2=0

�  ③

6

f(x)=(-2x+n)ex에서

f '(x)=-2ex+(-2x+n)ex=(-2x-2+n)ex 

f "(x)=-2ex+(-2x-2+n)ex=(-2x-4+n)ex

모든 실수 x에 대하여 ex>0이므로 f "(x)>0이려면 

-2x-4+n>0, x< n-4
2     yy`㉠

이어야 한다.

f "(x)>0을 만족시키는 자연수 x의 개수가 8이면 부등식 

㉠을 만족시키는 자연수가 1, 2, 3, y, 8이어야 하므로

8

f(x)=x-;[@;=x-2x-1에서

f '(x)=1+2x-2=1+ 2
xÛ`

    yy`㉠

역함수의 미분법에 의하여 f '(g(a))= 1
g'(a)

이고 

g'(a)=;3!;이므로

f '(g(a))=3

㉠에서

f '(g(a))=1+ 2
{g(a)}Û`

=3

{g(a)}Û`=1 

함수 f(x)의 정의역이 구간 (0, ¦)이므로 함수 g(x)의 

치역이 구간 (0, ¦)이다.

g(a)>0에서 g(a)=1

즉, a=f(1)=1-2=-1

따라서 a+f '(g(a))=-1+3=2

�  ⑤

7

Level               기본 연습 본문 51~52쪽2

1 ④	 2 ④	 3 ⑤	 4 ①	 5 ③	 6 111

7 ⑤	 8 240

{ f(x)}Û`+
 f '(0)
2e2x =ln (xÛ`+1)에서

{ f(x)}Û`+;2!; f '(0)e-2x=ln (xÛ`+1)� yy`㉠

㉠의 양변에 x=0을 대입하면 

{ f(0)}Û`+;2!; f '(0)=0

f '(0)=-2{ f(0)}Û`� yy`㉡

㉠의 양변을 미분하면

2 f(x)f '(x)+;2!; f '(0)_(-2e-2x)= 2x
xÛ`+1

� yy`㉢

㉢의 양변에 x=0을 대입하면

2 f(0)f '(0)-f '(0)=0

f '(0){2 f(0)-1}=0

f '(0)=0 또는 f(0)=;2!;

f '(0)=0이면 ㉡에서 f(0)=0이 되어 모든 실수 x에 대하

여 f(x)>0이라는 조건을 만족시키지 않는다.

2

8< n-4
2 É9, 20<nÉ22

따라서 자연수 n의 값은 21, 22이고 그 합은 

21+22=43

�  43

2xÛ`+6xy+yÜ`=k에서 y를 x의 함수로 보고 각 항을 x에 

대하여 미분하면

4x+6y+6x dy
dx +3yÛ` dy

dx =0

(6x+3yÛ`) dy
dx =-4x-6y

dy
dx = -4x-6y

6x+3yÛ`
 (단, 6x+3yÛ`+0)

곡선 위의 점 (3, a)에서의 접선이 x축에 평행하므로

-12-6a
18+3aÛ`

=0

-12-6a=0

a=-2

점 (3, -2)가 곡선 2xÛ`+6xy+yÜ`=k 위의 점이므로

k=18-36-8=-26

�  ④

1
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구간 (0, ¦)에서 정의된 함수

f(x)=x+'§x-5

={'§x+;2!;}Û`-;;ª4Á;; 

은 양의 실수 전체의 집합에서 증가하고, 연속이며 미분가

능하다.

또한 lim
x`Ú 0+

`f(x)=-5, lim
x`Ú¦

`f(x)=¦이므로 함수 f(x)

의 치역은 구간 (-5, ¦)이다.

f(x)=x+'§x-5에서

f '(x)=1+ 1
2'§x   	   yy`㉠

x>0에서 f '(x)+0이므로 함수 f(x)의 역함수 g(x)는 

구간 (-5, ¦)에서 연속이고 미분가능하다.

함수 h(x)가 양의 실수 전체의 집합에서 미분가능하므로 

양의 실수 전체의 집합에서 연속이다.

함수 h(x)가 x=1에서 연속이므로

lim
x`Ú 1-

 h(x)= lim
x`Ú 1+

 h(x)=h(1)이어야 한다.

4

이때

lim
x`Ú 1-

 h(x)= lim
x`Ú 1-

`f(x)=f(1)=1+1-5=-3, 

lim
x`Ú 1+

 h(x)= lim
x`Ú 1+

{ag(x)+b}=ag(1)+b, 

h(1)=f(1)=-3

이므로

ag(1)+b=-3  	   yy`㉡

f(x)=1에서

x+'§x-5=1, ('§x)Û`+'§x-6=0

('§x+3)('§x-2)=0

'§x>0이므로 '§x=2, x=4

즉, f(4)=1, g(1)=4이므로 ㉡에서

4a+b=-3, b=-4a-3  	  yy`㉢

함수 h(x)가 양의 실수 전체의 집합에서 미분가능하므로 

x=1에서 미분가능하다. 즉,

lim
x`Ú 1-

 
h(x)-h(1)

x-1 = lim
x`Ú 1+

 
h(x)-h(1)

x-1 이어야 한다.

㉠에서

lim
x`Ú 1-

 
h(x)-h(1)

x-1 = lim
x`Ú 1-

 
 f(x)-f(1)

x-1 =f '(1)=;2#;, 

lim
x`Ú 1+

 
h(x)-h(1)

x-1 = lim
x`Ú 1+

 
{ag(x)+b}-{ag(1)+b}

x-1

  =a_ lim
x`Ú 1+

 
g(x)-g(1)

x-1 =ag'(1)

  =a_ 1
 f '(g(1))

=a_ 1
 f '(4)

  =;5$;a

이므로

;2#;=;5$;a, a=;;Á8°;;

㉢에서 b=-;;ª2Á;;

따라서

a+b=;;Á8°;;+{-;;ª2Á;;}=-;;¤8»;;

�  ①

x=ln`2t에서 
dx
dt =

(2t)'
2t = 1

t ,

y=tÛ`-aÛ`t에서 
dy
dt =2t-aÛ`

이므로

dy
dx =

dy
dt
dx
dt

= 2t-aÛ`

;t!;
=2tÛ`-aÛ`t=2{t- aÛ`

4 }
Û`- aÝ`

8

t>a에서 
dy
dx 의 최솟값이 존재하지 않으려면

5

그러므로 f(0)=;2!;이고, 

㉡에서 f '(0)=-;2!;

따라서

f(0)_f '(0)=;2!;_{-;2!;}=-;4!;

�  ④

참고

함수 f(x)=®É;4!;e-2x+ln (xÛ`+1) 은 조건을 만족시킨다.

f(x)= x
tan`x =x`cot`x에서

f '(x)=cot`x+x_(-cscÛ``x)=cot`x-x`cscÛ``x 

f "(x)�=-cscÛ̀ `x-{cscÛ̀ `x+2x`csc`x_(-csc`x`cot`x)}	

=-2`cscÛ``x(1-x`cot`x)	  

=-2`cscÛ``x{1-f(x)}

이므로

f "(a)=-2`cscÛ`a{1-f(a)}

 f "(a)
1-f(a)

=-12에서

-2`cscÛ``a=-12, cscÛ``a=6

0<a<;2Ò;이므로 csc`a='6

따라서

 f(a)
a =cot`a

="ÃcscÛ``a-1='5
�  ⑤

3

32  EBS 수능특강 수학영역 l 미적분

26EBS수능특강_미적분(해설)001-064.indd   32 24. 12. 30.   오후 4:10



f(x)=2x+;[N;=2x+nx-1에서

f '(x)=2-nx-2=2- n
xÛ`

= 2xÛ`-n
xÛ`

f '(x)=0에서 xÛ`=;2N;, x>0이므로 x=®;2N;

0<x<®;2N;에서 f '(x)<0, x>®;2N;에서 f '(x)>0이다.

Ú	®;2N;É1, 즉 nÉ2일 때 

	� 모든 자연수 k에 대하여 f '(k)¾0이므로 주어진 조건

을 만족시킨다.

	 이때 50 이하의 자연수 n의 값은 1, 2이다.

Û	®;2N;>1, 즉 n>2일 때 

	� ®;2N;이 자연수가 아니면 kÁ<®;2N;<kÁ+1인 어떤 자연

수 kÁ에 대하여 f '(kÁ)<0, f '(kÁ+1)>0, 즉 	

f '(kÁ) f '(kÁ+1)<0이므로 주어진 조건을 만족시키지 

않는다.

	� ®;2N;=m`(m은 1보다 큰 자연수)이면 f '(m)=0이고, 

m보다 작은 모든 자연수 kª에 대하여 f '(kª)<0, m보

다 큰 모든 자연수 k£에 대하여 f '(k£)>0이므로 주어

진 조건을 만족시킨다.

	 ®;2N;=m에서 n=2mÛ` (m은 1보다 큰 자연수)

	 이때 50 이하의 자연수 n의 값은 8, 18, 32, 50이다.

Ú, Û에서 구하는 자연수 n의 값의 합은

1+2+8+18+32+50=111

�  111

6

y=te2x+k에서 y'=2te2x

곡선 y=te2x+k가 직선 y=x와 만나는 두 점 P, Q의 좌

표를 각각 (a, a), (b, b) (a<b)라 하면 두 점이 곡선 

y=te2x+k 위에 있으므로

a=te2a+k, b=te2b+k

k=a-te2a=b-te2b  	   yy`㉠
점 Q에서의 접선의 기울기가 점 P에서의 접선의 기울기의 

2배이므로

2te2b=2_2te2a에서 e2b=2e2a  	  yy`㉡

이때 2e2a=eln`2_e2a=e2a+ln`2이므로 ㉡에서

7

선분 AB의 중점을 O라 하고 ∠PAC=a라 하자.

A

8

C

BPO5

h

a

삼각형 OAC는 이등변삼각형이므로 

cos`a=
;2!; ACÓ

OAÓ
=;5$;

a가 예각이므로 sin`a="Ã1-cosÛ``a=;5#;

삼각형 APC에서 사인법칙에 의하여 

APÓ
sin`h= ACÓ

sin(∠APC)
, APÓ

sin`h= 8
sin(p-h-a)

 

APÓ= 8`sin`h
sin(h+a)

즉, f(h)= 8`sin`h
sin(h+a)

0<h<;2Ò;에서

f '(h)=8_
cos`h`sin(h+a)-sin`h`cos(h+a)

sinÛ`(h+a)

=8_
sin(h+a) cos`h-cos(h+a) sin`h

sinÛ`(h+a)

=8_
sin(h+a-h)
sinÛ`(h+a)

=8_ sin`a
sinÛ`(h+a)

8

e2b=e2a+ln`2, 2b=2a+ln`2 

b=a+;2!;`ln`2  	   yy`㉢

㉠, ㉡, ㉢에서 

a-te2a=a+;2!;`ln`2-2teÛ2a 

te2a=;2!;`ln`2  	   yy`㉣

㉣의 양변을 t에 대하여 미분하면

e2a+2te2a_ da
dt =0, da

dt =- 1
2t

㉠, ㉣에서 

k=a-;2!;`ln`2, 즉 f(t)=a-;2!;`ln`2

이므로

f '(t)= da
dt =- 1

2t

따라서 f '(3)=-;6!;

�  ⑤

aÛ`
4 Éa, a(a-4)É0, 0ÉaÉ4

따라서 음이 아닌 실수 a의 최댓값은 4이다.

�  ③
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3Level                실력 완성

1 ③	 2 15	 3 ①

본문 53쪽

sin {;4Ò;+a}=sin`;4Ò;`cos`a+cos`;4Ò;`sin`a

=
'2
2 _;5$;+ '22 _;5#;= 7'2

10  

이므로

f ' {;4Ò;}=8_;5#;_{ 10
7'2 }

Û`=8_;5#;_;4%9);=;;ª4¢9¼;;

따라서 49_f ' {;4Ò;}=240

�  240

최고차항의 계수가 음수인 이차함수 f(x)는 조건 (가)에서 

최댓값 f(k)를 갖고 ;3!;<f(k)<1이므로 모든 실수 x에 

대하여 f(x)<1이다.

또한 xÉk이면 f '(x)¾0이고, x¾k이면 f '(x)É0이다. 

� yy`㉠

g(x)=sin`px-;2Ò;x에서

g'(x)=p`cos`px-;2Ò;=p{cos`px-;2!;}

d
dx  g(f(x))=g'( f(x))f '(x)� yy`㉡

0É f(x)<1일 때, 0Ép f(x)<p이므로

g'(f(x))=0에서 cos{p f(x)}=;2!;, f(x)=;3!;이다.

이때 0É f(x)É;3!;이면 g'( f(x))¾0이고,

;3!;É f(x)<1이면 g'( f(x))É0이다. � yy`㉢

㉠, ㉡, ㉢에서 조건 (나)의 두 부등식 f(x)¾0, 

d
dx  g( f(x))¾0을 모두 만족시키려면

‘xÉk이고 0É f(x)É;3!;’ 또는 ‘x¾k이고 ;3!;É f(x)<1’ 

� yy`㉣

이어야 한다.

이때 정수 k는 조건 (나)를 만족시킨다. 그런데 조건 (나)에

서 두 부등식을 모두 만족시키는 정수 x의 값은 1, 2, 3, 4뿐

이다. 

따라서 k=2 또는 k=3이다.

Ú	k=2일 때 

	� 이차함수 y=f(x)의 그래프에서 ㉣을 만족시키는 부분

은 그림의 굵은 선으로 표시한 부분과 같다.

1

2

y=1

y=;3!;

y=0

y=f(x)

	 f(1)=f(3)이고, 0É f(1)É;3!;,

	 ;3!;É f(3)< f(2)이므로 f(1)=f(3)=;3!;이다.

	� 그런데 f(4)< f(3)=;3!;에서 x=4가 ㉣을 만족시키지 

않게 되어 조건 (나)에 모순이다.

Û	k=3일 때 

	� 이차함수 y=f(x)의 그래프에서 ㉣을 만족시키는 부분

은 그림의 굵은 선으로 표시한 부분과 같다.

3

y=1

y=;3!;

y=0

y=f(x)

	 f(2)=f(4)이고, 0É f(2)É;3!;,

	 ;3!;É f(4)<f(3)이므로 f(2)=f(4)=;3!;이다.

	 f(x)=a(x-2)(x-4)+;3!;(a는 a<0인 상수)라 하자.

	 ;3!;< f(3)<1에서 

	 ;3!;< f(3)=-a+;3!; <1

	 -;3@;<a<0  �   yy`㉤

	 0É f(1)<f(2)=;3!;에서

	 0É f(1)=3a+;3!;<;3!;

	 -;9!;Éa<0� yy`㉥

	 f(0)<0에서 f(0)=8a+;3!;<0

	 a<-;2Á4; � yy`㉦

	 ㉤, ㉥, ㉦을 모두 만족시키는 a의 값의 범위는 

	 -;9!;Éa<-;2Á4;이다.

Ú, Û에서 k=3이고,

f(x)=a(x-2)(x-4)+;3!;`

{a는 -;9!;Éa<-;2Á4;인 상수}이다.
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점 Q의 좌표를 (a, tan`a), 점 R의

O P

R
Q

x

y y=tan x  

좌표를 (0, b)라 하면 

0<a<;2Ò;, b>0이고 

f(t)=a, g(t)=b이다.

y=tan`x에서 y'=secÛ``x이고 점 

Q에서의 접선의 기울기가 직선 PQ

의 기울기와 같으므로

sec Û``a= 0-tan`a
t-a

t-a=-tan`a_ 1
secÛ``a

=- sin`a
cos`a_cosÛ``a

즉, t=a-sin`a`cos`a  �   yy`㉠

사각형 OPQR이 한 원에 내접하고 ∠ROP=;2Ò;이므로

∠PQR=;2Ò;이고, 직선 PQ의 기울기가 secÛ``a이므로 직선 

QR의 기울기는 - 1
secÛ``a

=-cosÛ̀ `a이다.

즉, 
b-tan`a

0-a =-cosÛ``a

b=tan`a+a`cosÛ``a� yy`㉡

㉠의 양변을 t에 대하여 미분하면 

1=(1-cosÛ``a+sinÛ``a) da
dt , 1=2`sinÛ``a` dadt  

da
dt = 1

2`sinÛ``a
� yy`㉢

㉡의 양변을 t에 대하여 미분하면

db
dt =(secÛ``a+cosÛ``a-2a`cos`a`sin`a) da

dt
㉢을 이 식에 대입하면

db
dt =(secÛ``a+cosÛ``a-2a`cos`a`sin`a)_ 1

2`sinÛ``a

= 1
2`sinÛ``a`cosÛ``a

+ 1
2`tanÛ``a

- a
tan`a

즉, g'(t)= 1
2`sinÛ``a`cosÛ``a

+ 1
2`tanÛ``a

- a
tan`a �yy`㉣

tan`f(a)=2에서 t=a이면 a=f(a), tan`a=2이다. 

이때 0<a<;2Ò;이므로 sin`a= 2'5
5 , cos`a= '55 이다.

㉣에서

2

실수 전체의 집합에서 정의된 두 함수 g(x), h(x)가 서로 

역함수 관계에 있으므로 두 함수 g(x), h(x)는 모두 치역

이 실수 전체의 집합인 일대일대응이다. 

이때 함수 g(x)는 x+0인 모든 실수에서 연속이고 	

lim
x`Ú 0-

 g(x), lim
x`Ú 0+

 g(x)가 존재하므로 함수 g(x)는 x=0

에서 연속이어야 한다.

lim
x`Ú 0-

 g(x)= lim
x`Ú 0+

 g(x)=g(0)에서

lim
x`Ú 0-

 g(x)= lim
x`Ú 0-

`f(x)=f(0), 

lim
x`Ú 0+

 g(x)= lim
x`Ú 0+

 (kex-'2-1)=k-'2-1, 

g(0)=k-'2-1 

이므로 

f(0)=g(0)=k-'2-1  	   yy`㉠

이때 두 함수 g(x), h(x)는 실수 전체의 집합에서 연속이

므로 함수 g(x)-|h(x)|도 실수 전체의 집합에서 연속이

다.

x<0에서 함수 g(x)는 최고차항의 계수가 1인 삼차함수 

f(x)이므로 함수 g(x)는 실수 전체의 집합에서 증가한다. 

x¾0에서 함수 g(x)=kex-'2-1이 증가하므로 k>0이

다.

k>0이므로 x>0인 모든 실수 x에 대하여 g'(x)=kex>0

이다.

그러므로 조건 (가)의 a에 대하여 a<0이고, 

g'(a)=f '(a)=0이다.

x<0에서 함수 g(x), 즉 최고차항의 계수가 1인 삼차함수 

f(x)가 증가하므로 f '(x)¾0에서

f '(x)=3(x-a)Û`이다.  	   yy`㉡

한편, 함수 g(x)는 x+0인 실수 전체의 집합에서 미분가능

하다.

h'(x)= 1
g'(h(x)) 

`(g'(h(x))+0)이고 g'(a)=0이므로 

3

g'(a)= 1

2_;5$;_;5!;
+ 1

2_4 -
 f(a)

2

=;;ª8°;;+;8!;-  f(a)
2

=;;Á4£;;-  f(a)
2

이므로

 f(a)
2 +g'(a)=;;Á4£;;

즉, f(a)+2g'(a)=;;Á2£;;

따라서 p=2, q=13이므로 

p+q=2+13=15 

�  15

따라서 f(0)=8a+;3!;에서 a=-;9!;일 때

f(0)의 값이 최소이고 그 최솟값은

8_{-;9!;}+;3!;=-;9%;

�  ③
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함수 h(x)는 x=g(a)에서 미분가능하지 않다. 

이때 두 극한 lim
x`Ú g(a)+

 h'(x)=¦, lim
x`Ú g(a)-

 h'(x)=¦이므

로 함수 |h(x)|도 x=g(a)에서 미분가능하지 않고 	  

lim
x`Ú g(a)

|h'(x)|=¦이다. 

또한 함수 h(x)가 치역이 실수 전체의 집합인 일대일대응

이므로 h(x)=0인 x가 단 하나 존재한다.

h(x)=0에서 x=g(0)=k-'2-1

그런데 lim
x`Ú (k-'2-1)+

 h'(x)= lim
x`Ú 0+

  1
g'(x) 

=;k!;>0이므로 	

함수 |h(x)|는 x=k-'2-1에서 미분가능하지 않다.

그러므로 조건 (나)를 만족시키려면 함수 g(x)-|h(x)|는 

x=g(a)에서만 미분가능하지 않고, x=0과

x=k-'2-1에서 미분가능해야 한다.

함수 |h(x)|가 x=k-'2-1에서 미분가능하지 않고 함

수 g(x)-|h(x)|가 x=k-'2-1에서 미분가능하므로 

함수 g(x)={g(x)-|h(x)|}+|h(x)|는 x=k-'2-1

에서 미분가능하지 않다.

함수 g(x)는 x+0인 실수 전체의 집합에서 미분가능하므

로 k-'2-1=0, 즉 k='2+1이어야 한다.

k='2+1이므로 ㉠에서 f(0)=g(0)=0  	  yy`㉢
g(0)=0에서 h(0)=0이고 두 함수 g(x), h(x)는 증가하

므로 

x<0일 때, y=g(x)-|h(x)|=g(x)+h(x), 

x¾0일 때, y=g(x)-|h(x)|=g(x)-h(x)

이때 g(0)-|h(0)|=g(0)-h(0)=g(0)+h(0)

함수 g(x)-|h(x)|가 x=0에서 미분가능하므로

lim
x`Ú 0-

 
g(x)+h(x)-{g(0)+h(0)}

x-0

= lim
x`Ú 0+

 
g(x)-h(x)-{g(0)-h(0)}

x-0
이어야 한다. 이때

lim
x`Ú 0-

 
g(x)+h(x)-{g(0)+h(0)}

x-0

= lim
x`Ú 0-

 
g(x)-g(0)

x-0 + lim
x`Ú 0-

 
h(x)-h(0)

x-0

= lim
x`Ú 0-

 
g(x)-g(0)

x-0 + 1

lim
x`Ú 0-

 
g(x)-g(0)

x-0

이고

lim
x`Ú 0-

 
g(x)-g(0)

x-0 = lim
x`Ú 0-

 
 f(x)-f(0)

x-0 =f '(0)

이므로

lim
x`Ú 0-

 
g(x)+h(x)-{g(0)+h(0)}

x-0 =f '(0)+ 1
 f '(0)

또한

lim
x`Ú 0+

 
g(x)-h(x)-{g(0)-h(0)}

x-0

= lim
x`Ú 0+

 
g(x)-g(0)

x-0 - lim
x`Ú 0+

 
h(x)-h(0)

x-0

= lim
x`Ú 0+

 
g(x)-g(0)

x-0 - 1

lim
x`Ú 0+

 
g(x)-g(0)

x-0

이고

lim
x`Ú 0+

 
g(x)-g(0)

x-0 = lim
x`Ú 0+

 
('2+1)ex-'2-1

x-0

  =('2+1) lim
x`Ú 0+

 e
x-1
x ='2+1

이므로

lim
x`Ú 0+

 
g(x)-h(x)-{g(0)-h(0)}

x-0

='2+1- 1
'2+1

='2+1-('2-1)=2

그러므로

f '(0)+ 1
 f '(0)

=2에서

{ f '(0)}Û`-2 f '(0)+1=0

{ f '(0)-1}Û`=0

f '(0)=1  	   yy`㉣

최고차항의 계수가 1인 삼차함수 f(x)를 	

f(x)=xÜ`+axÛ`+bx+c`(a, b, c는 상수)라 하면

f '(x)=3xÛ`+2ax+b

㉢, ㉣에서 c=0, b=1

㉡에서 f '(x)=3xÛ`+2ax+1=3(x-a)Û`이므로

2a=-6a, 1=3aÛ`

aÛ`=;3!;

a<0이므로

a=-
'3
3

2a=-6a에서 a=-3a='3
따라서 f(x)=xÜ`+'3xÛ`+x이므로

f(a)=f {- '33 }

=-
'3
9 +

'3
3 -

'3
3

=-
'3
9

�  ①
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직선 y=8x+a가 곡선 y=e2x과 접하는 점의 좌표를

(b, e2b)이라 하자.

y=e2x에서 y'=2e2x이므로 곡선 y=e2x 위의 점 (b, e2b)에

서의 접선의 기울기는 2e2b이다.

이 접선의 기울기가 8이므로

2e2b=8에서 e2b=4, 2b=ln`4, b=ln`2

점 (b, e2b), 즉 점 (ln`2, 4)가 직선 y=8x+a 위에 있으

므로

4=8`ln`2+a, a=4-8`ln`2

�  ①

1

ax+y-xyÛ`=2a (단, a+0)    yy`㉠
㉠에서 y를 x의 함수로 보고 각 항을 x에 대하여 미분하면 

a+ dy
dx -yÛ`-2xy dy

dx =0, (1-2xy) dy
dx =yÛ`-a

dy
dx = yÛ`-a

1-2xy  {단, xy+;2!;}    yy`㉡

㉠에 y=0을 대입하면 ax=2a에서 a+0이므로 x=2

즉, A(2, 0)이고 ㉡에 x=2, y=0을 대입하면

0-a
1-0 =-a이므로 곡선 위의 점 A에서의 접선의 방정식

은 y=-a(x-2), 즉 y=-ax+2a이다.

y=-ax+2a를 ㉠에 대입하면

ax+(-ax+2a)-x(-ax+2a)Û`=2a 

a2x(x-2)Û`=0, x=0 또는 x=2

이므로 직선 y=-ax+2a와 주어진 곡선이 만나는 점의 

좌표는 (0, 2a), (2, 0)이다.

이 중 점 A(2, 0)이 아닌 점이 B이므로 점 B의 좌표는	

(0, 2a)이다.

곡선 위의 점 B(0, 2a)에서의 접선의 기울기는 ㉡에 

x=0, y=2a를 대입한 값 
4aÛ`-a
1-0 =4aÛ`-a이다.

x축 위의 서로 다른 두 점 A, C에 대하여 ABÓ=BCÓ이므로 

두 직선 AB, BC의 기울기는 절댓값이 같으면서 부호가 서

로 다르다. 따라서

4aÛ`-a=-(-a), 2a(2a-1)=0

에서 a+0이므로 a=;2!;

�  ④

2

도함수의 활용05

1 ①	 2 ④	 3 ②	 4 ③	 5 ④	 6 15

7 ①	 8 ①

유제 본문 55~63쪽

y=xÛ`+cos`3x에서 

y'=2x-3`sin`3x, y"=2-9`cos`3x

y"=0에서 cos`3x=;9@;

0<x<;2Ò;에서 0<3x<;2#;p이므로 cos`3x=;9@; 를 만족시

키는 x는 하나뿐이다. 

이 값을 x=a라 하면 cos`3a=;9@;

이때 x=a의 좌우에서 y"의 부호가 음에서 양으로 바뀌므

로 변곡점의 좌표는 (a, aÛ`+cos`3a)이다.

이 점이 곡선 y=xÛ`+a 위에 있으므로

a Û`+cos`3a=aÛ`+a, a=cos`3a

따라서 a=;9@;

�  ②

3

f(x)=ex-ae-x+2ax에서

f '(x)=ex+ae-x+2a=e-x(e2x+2aex+a)

모든 실수 x에 대하여 e-x>0이므로

f '(x)=0에서 e2x+2aex+a=0

ex=t`(t>0)이라 하면 tÛ`+2at+a=0

함수 f(x)가 극값을 가지려면 이차방정식 tÛ`+2at+a=0

이 양의 실근을 갖고, 이 근이 중근이 아니어야 한다.

이차방정식 tÛ`+2at+a=0의 판별식을 D라 하면 D>0이

어야 하므로

D=4aÛ`-4a=4a(a-1)>0에서 a<0 또는 a>1

이차방정식 tÛ̀ +2at+a=0에서 근과 계수의 관계에 의하여 

두 근의 합은 -2a이고 두 근의 곱은 a이다.

a<0이면 두 근의 곱이 음수이므로 이차방정식 	

tÛ`+2at+a=0은 양의 실근 1개와 음의 실근 1개를 갖는

다. 이때 함수 f(x)의 극값의 개수는 1이다.

a>1이면 두 근의 합이 음수, 곱이 양수이므로 이차방정식 

tÛ`+2at+a=0은 음수인 실근 2개를 갖는다. 이때 함수 

f(x)의 극값의 개수는 0이다.

그러므로 조건을 만족시키는 a의 값의 범위는 a<0이다.

이때 |a|É3이므로 정수 a의 값은 -3, -2, -1이고 그 

개수는 3이다.

�  ③

4

y=sin`x+sin`x`cos`x+a에서 

y'�=cos`x+cos`x`cos`x-sin`x`sin`x	

=cos`x+cos2`x-(1-cos2`x)	

=2`cos2`x+cos`x-1	  

=(2`cos`x-1)(cos`x+1)

5
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y'=0에서 cos`x=;2!; 또는 cos`x=-1

0ÉxÉ2p일 때, 

cos`x=;2!;에서 x=;3Ò; 또는 x=;3%;p, 

cos`x=-1에서 x=p
0ÉxÉ2p에서 함수 f(x)의 증가와 감소를 표로 나타내면 

다음과 같다.

x 0 y ;3Ò; y p y ;3%;p y 2p

f '(x) + 0 - 0 - 0 +

f(x) a ↗
3'3
4 +a ↘ a ↘ -

3'3
4 +a ↗ a

함수 f(x)는 x=;3%;p에서 최솟값 -
3'3
4 +a를 가지고 

함수 f(x)의 최솟값이 0이므로

-
3'3
4 +a=0, a=

3'3
4

따라서 함수 f(x)는 x=;3Ò;에서 최대이고 최댓값은

3'3
4 +a=

3'3
4 +

3'3
4 =

3'3
2

�  ④

참고

닫힌구간 [0, 2p]에서 정의된 함수 

f(x)=sin`x+sin`x`cos`x+
3'3
4 의 그래프는 그림과 같

다.

313

;3Ò;

;;;4;;;

313;;;2;;;

;3%;pO p 2p x

y

y=f(x)

|xÛ`-3|
ex =|xÛ`-3|e-x=|(xÛ`-3)e-x|

에서 g(x)=(xÛ`-3)e-x이라 하면

|xÛ`-3|
ex =|g(x)|이다.

g'(x)�=2xe-x-(xÛ`-3)e-x	  

=-(xÛ`-2x-3)e-x	  

=-(x+1)(x-3)e-x

g'(x)=0에서 x=-1 또는 x=3

실수 전체의 집합에서 함수 g(x)의 증가와 감소를 표로 나

타내면 다음과 같다.

6

x y -1 y 3 y

g'(x) - 0 + 0 -

g(x) ↘ -2e ↗
6
eÜ`

↘

lim
x`Ú-¦

`g(x)=¦, lim
x`Ú¦

g(x)=0이므로 함수 y=g(x)의 그

래프와 함수 y=|g(x)|의 그래프는 그림과 같다.

O 3-1

;;;;;

x

2e

-2e

 6
eÜ

y

y=|g(x)|

y=g(x)

직선 y=t가 함수 y=|g(x)|의 그래프와 만나는 서로 다

른 점의 개수가 3이 되는 t의 값의 범위는

6
eÜ`

<t<2e    yy`㉠

2.5<e<3에서 ;9@;< 6
eÜ`

<;1¢2¥5;, 5<2e<6이다.

따라서 f(m)=3, 즉 ㉠을 만족시키는 자연수 m의 값은 	

1, 2, 3, 4, 5이고 그 합은

1+2+3+4+5=15

�  15

xÛ`+2
x ¾-3 Ü'§x+k에서 

xÛ`+2
x +3 Ü'§x¾k

정의역이 {x|x>0}인 함수 f(x)= xÛ`+2
x +3 Ü'§x라 하자.

f(x)= xÛ`+2
x +3 Ü'§x=x+;[@;+3x;3!;에서

f '(x)=1- 2
xÛ`

`+x-;3@;= xÛ`-2+x;3$;

xÛ`
 이므로 

f '(x)=0에서 xÛ`-2+x;3$;=0

x;3@;=t`(t>0)으로 놓으면

tÜ`+tÛ`-2=0, (t-1)(tÛ`+2t+2)=0

이차방정식 tÛ`+2t+2=0의 판별식을 D라 하면

D=4-8=-4<0이므로 이 이차방정식은 실근을 갖지 

않는다.

그러므로 t=1, 즉 x;3@;=1에서 

x>0이므로 x=1

x>0에서 함수 f(x)의 증가와 감소를 표로 나타내면 다음

과 같다.

7
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x (0) y 1 y

f '(x) - 0 +

f(x) ↘ 6 ↗

함수 f(x)는 x=1에서 최솟값 6을 가지므로 모든 양수 x

에 대하여 f(x)¾k를 만족시키려면 kÉ6이어야 한다.

따라서 실수 k의 최댓값은 6이다.

�  ①

x=et-1, y=(t-3)et에서

dx
dt =et-1, 

dy
dt =et+(t-3)et=(t-2)et

dÛ`x
dtÛ`

=et-1, 
dÛ`y
dtÛ`

=et+(t-2)et=(t-1)et

따라서 점 P의 시각 t=1에서의 가속도가 (1, 0)이므로 가

속도의 크기는 1이다.

�  ①

8

점 (-e, 0)에서 곡선 y=ln (x+e)에 그은 접선의 접점의 

좌표를 (a, ln (a+e))라 하자.

y=ln (x+e)에서 y'= 1
x+e

점 (a, ln (a+e))에서의 접선의 기울기는 
1
a+e 이므로 접

선의 방정식은

y-ln (a+e)= 1
a+e (x-a)

이 직선이 점 (-e, 0)을 지나므로

-ln (a+e)= 1
a+e (-e-a)

ln (a+e)=1, a+e=e, a=0

따라서 접선의 방정식은 y=;e!;x+1이므로 구하는 y절편은 

1이다.

�  ①

1

Level               기초 연습1 본문 64~65쪽

1 ①	 2 ③	 3 ④	 4 ②	 5 ③	 6 ⑤

7 ①	 8 ③

g(x)=x"�ex이라 하면 g(x)=xe;2{;

g'(x)=e;2{;+;2!;xe;2{;=;2!;(x+2)e;2{;

g'(x)=0에서 x=-2

실수 전체의 집합에서 함수 g(x)의 증가와 감소를 표로 나

타내면 다음과 같다.

x y -2 y

g'(x) - 0 +

g(x) ↘ -;e@; ↗

lim
x`Ú¦

 g(x)=¦, g(0)=0이고 x<0에서 g(x)<0이므로 

함수 y=g(x)의 그래프와 함수 y=f(x)의 그래프는 그림

과 같다.

;e@;

-;e@;
O-2 x

y y=f(x)

y=g(x)

함수 f(x)는 x=-2에서 극댓값 ;e@;, x=0에서 극솟값 0

을 갖는다.

따라서 m=2, s=;e@;이므로 m_s=2_;e@;=;e$;

�  ④

3

x= a
t =at-1, y= a

't` +
b
t =at-;2!;+bt-1 

t=1에 대응하는 점의 좌표는 (a, a+b)이고 이 점이 직선 

y=2x-1 위에 있으므로

2

a+b=2a-1, a-b=1    yy`㉠
dx
dt =-at-2=- a

tÛ`
,

dy
dt =-;2A;t-;2#;-bt-2=- a

2t't` -
b
tÛ`

이므로

dy
dx =

dy
dt
dx
dt

=
- a

2t't` -
b
tÛ`

- a
tÛ`

=
a't +2b

2a  (단, a+0)

t=1에 대응하는 점에서의 접선의 기울기는 직선 

y=2x-1의 기울기인 2와 같으므로 a+0이고

a+2b
2a =2, b=;2#;a  	   yy`㉡

㉠, ㉡에서 a=-2, b=-3

따라서 a+b=-2+(-3)=-5

�  ③

y=(ln`x)Û`+a`ln`x에서

y'= 2`ln`x
x +;[A;= 2`ln`x+a

x

4
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f(x)=esin`2x+ax에서

f '(x)=esin`2x+ax_(2`cos`2x+a)    yy`㉠
모든 실수 x에 대하여 esin`2x+ax>0이고, 	

2`cos`2x+a의 최솟값은 -2+a, 최댓값은 2+a이다.

a가 양수일 때, 2+a>0이므로 함수 f(x)의 극값이 존재

하지 않으려면 f '(x)¾0이어야 한다.

그러므로 -2+a¾0, a¾2

이때 a>2이면 모든 실수 x에 대하여 f '(x)>0이므로 함

수 f(x)의 극값이 존재하지 않는다.

a=2이면 f '(x)=0이 되는 x의 값 좌우에서 f '(x)의 부

호가 모두 양이므로 함수 f(x)의 극값이 존재하지 않는다.

따라서 a의 최솟값 m=2이고 a=m, 즉 a=2일 때의 함수 

g(x)에 대하여 ㉠에서

g'(0)=1_(2+2)=4

�  ③

5

y=;2!;xÛ`-x+;[$;에서

y'=x-1- 4
xÛ`

= xÜ`-xÛ`-4
xÛ`

=
(x-2)(xÛ`+x+2)

xÛ`

y'=0에서 x=2 또는 xÛ`+x+2=0

이차방정식 xÛ`+x+2=0의 판별식을 D라 하면 	

D=1-8=-7<0이므로 이 이차방정식은 실근을 갖지 

않는다.

1ÉxÉ3에서 함수 f(x)의 증가와 감소를 표로 나타내면 

다음과 같다.

x 1 y 2 y 3

f '(x) - 0 +

f(x) ;2&; ↘ 2 ↗ ;;Á6¦;;

6

f(x)=2`tan`x-4x에서 f '(x)=2`sec2`x-4

f '(x)=0에서 sec2`x=2

0<x<;2Ò;이므로 sec`x='2

즉, cos`x=
'2
2 이므로 x=;4Ò;

0<x<;2Ò;에서 함수 f(x)의 증가와 감소를 표로 나타내면 

다음과 같다.

x (0) y ;4Ò; y {;2Ò;}

f '(x) - 0 +

f(x) ↘ 2-p ↗

그러므로 0<xÉa인 모든 실수 x에 대하여 부등식 

f(x)¾ f(a)를 만족시키려면 0<aÉ;4Ò;이어야 한다.

따라서 a=;4Ò;일 때 f(a)가 최소이므로 f(a)의 최솟값은

f {;4Ò;}=2-p

�  ①

7

따라서 함수 f(x)의 최댓값과 최솟값은 각각 ;2&;, 2이므로 

최댓값과 최솟값의 차는 ;2&;-2=;2#;

�  ⑤

x=-cos`2t, y=;2!;`sin`2t에서

dx
dt =2`sin`2t, dy

dt =cos`2t,

dÛ`x
dtÛ`

=4`cos`2t, dÛ`y
dtÛ` =-2`sin`2t

이므로 점 P의 시각 t에서의 속력과 가속도의 크기는 각각

¾̈{ dx
dt }

Û`+{ dy
dt }

Û`="Ã4`sinÛ``2t+cosÛ``2t

="Ã4`sinÛ``2t+(1-sin Û``2t)

="Ã3`sinÛ``2t+1, 

¾̈{ dÛ`x
dtÛ`
}Û`+{ dÛ`y

dtÛ`
}Û`="Ã16`cosÛ``2t+4`sin Û``2t

="Ã16(1-sinÛ``2t)+4`sinÛ``2t

="Ã16-12`sinÛ``2t

점 P의 가속도의 크기가 2'2인 순간을 시각 t=a라 하면

"Ã16-12`sinÛ``2a=2'2, sinÛ``2a=;3@;

이므로 이 순간 점 P의 속력은

"Ã3`sinÛ``2a+1='Ä2+1='3
�  ③

8

y"=
;[@;_x-(2`ln`x+a)

xÛ`
= 2-a-2`ln`x

xÛ`
y"=0에서 2-a-2`ln`x=0

ln`x= 2-a
2 , x=e

2-a
2

이고 0<x<e
2-a

2 일 때 y">0, x>e
2-a

2 일 때 y"<0이다. 	

주어진 곡선이 구간 (eÛ`, ¦)에서 위로 볼록하려면 이 구간

에서 y"<0이어야 하므로

e
2-a

2 ÉeÛ`, 2-a
2 É2, a¾-2

따라서 실수 a의 최솟값은 -2이다.

�  ②
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Level               기본 연습 본문 66~67쪽2

1 ③	 2 ⑤	 3 ③	 4 ②	 5 ①	 6 ②

7 ⑤	 8 ①

직선 y=ax+b가 곡선 y=k'§x에 접하는 점의 좌표를

(t, k't  )`(t>0)이라 하자.

y=k'§x에서 y'= k
2'§x 이므로 곡선 y=k'§x 위의 

점 (t, k't  )에서의 접선의 기울기는 
k

2't` 이고, 접선의 방

정식은

y-k't = k
2't` (x-t), 즉 y= k

2't`  x+
k't
2

그러므로 a= k
2't` , b=

k't
2 이다.

이때 ab= k
2't` _

k't
2 = kÛ`

4 이고, a+b=5이므로 a, b는 

이차방정식 xÛ`-5x+ kÛ`
4 =0의 실근이다. 이 이차방정식의 

판별식을 D라 하면 D¾0이어야 한다.

D=25-kÛ`¾0에서 kÛ`É25

그러므로 자연수 k의 값은 1, 2, 3, 4, 5이고, km-1=4이다.

k=km-1, 즉 k=4일 때

�xÛ`-5x+4=0 

(x-1)(x-4)=0

x=1 또는 x=4

즉, a=1, b=4 또는 a=4, b=1

따라서 구하는 a-b의 최댓값은 3이다.

�  ③

참고

조건 (나)의 a+b=5에서 직선 y=ax+b는 점 (1, 5)를 

지난다.

곡선 y=k'§x 는 점 (1, k)를 지나므로 점 (1, 5)를 지나는 

직선이 곡선 y=k'§x 에 접하려면 kÉ5이어야 한다.

1

f(x)=m`cos`2x+nxÛ`에서 

f '(x)=-2m`sin`2x+2nx

f '(x)=0에서 sin`2x= n
m  x

함수 g(x)를 g(x)=sin`2x라 할 때, 열린구간 {0, ;2Ò;}에

서 정의된 함수 f(x)가 극값을 가지려면 곡선 y=g(x)와 

직선 y= n
m  x가 0<x<;2Ò;에서 만나야 한다.    yy`㉠

2

lim
h`Ú 0

 
 f(x+h)-f(x)

h =x+;[A;+b`ln`x에서

lim
h`Ú 0

 
 f(x+h)-f(x)

h =f '(x)이므로

f '(x)=x+;[A;+b`ln`x

즉, 함수 f(x)는 양의 실수 전체의 집합에서 미분가능하다.

함수 f(x)가 x=1에서 극소이면 f '(1)=0이다.

f '(1)=1+a이므로 

1+a=0, 즉 a=-1

f '(x)=x-;[!;+b`ln`x=x-x-1+b`ln`x에서

f "(x)=1+x-2+;[B;=1+ 1
xÛ`

+;[B;= xÛ`+bx+1
xÛ`

이므로 

f "(1)=b+2

함수 f(x)가 x=1에서 극소가 되려면 f "(1)¾0이어야 

한다.

Ú	f "(1)>0일 때 

	 함수 f(x)는 x=1에서 극소이다. 

	 즉, b+2>0에서 b>-2

Û	f "(1)=0일 때 

	 b+2=0에서 b=-2

	� 이때 f "(x)= xÛ`-2x+1
xÛ`

=
(x-1)Û`

xÛ`
이고 모든 양수 

x에 대하여 f "(x)¾0이므로 함수 f '(x)는 증가한다.

	� f '(1)=0이고 함수 f '(x)가 증가하므로 함수 f '(x)의 

부호가 x=1의 좌우에서 음에서 양으로 바뀐다.

	 그러므로 함수 f(x)는 x=1에서 극소이다.

Ú, Û에서 b¾-2

따라서 a=-1, b¾-2이므로 b=-2일 때 a+b의 값은 

3

;2Ò;

y=;m;xy=sin 2x

y=2x

O x

n

y

g(x)=sin`2x에서 g'(x)=2`cos`2x

g'(0)=2이므로 ㉠을 만족시키려면 0< n
m <2이어야 한다.

이때 10 이하의 두 자연수 m, n은 n<2m을 만족시키면 

된다.

m=k`(k=1, 2, 3, 4, 5)일 때 n의 개수는 2k-1이고, 	

6ÉmÉ10일 때 n의 개수는 10이므로 구하는 모든 순서쌍 

(m, n)의 개수는

1+3+5+7+9+10_5=75

�  ⑤
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f(x)=axÛ`-20x+2`ln`x에서

f '(x)=2ax-20+;[@;= 2(axÛ`-10x+1)
x

f "(x)=2a- 2
xÛ`

f '(x)=0에서 axÛ`-10x+1=0

이차방정식 axÛ`-10x+1=0의 판별식을 D라 하면 	

0<a<25에서 D=100-4a>0이고 이차방정식의 근과 

계수의 관계에 의하여

(두 근의 합)= 10
a >0, (두 근의 곱)=;a!;>0

이므로 이차방정식 axÛ`-10x+1=0은 서로 다른 두 양의 

실근을 갖는다. 그러므로 함수 f(x)가 극값을 갖는 x의 개

수는 2이다.

함수 f(x)가 x=a, x=b에서 극값을 가지므로 이차방정

식 axÛ`-10x+1=0의 두 근이 a, b이고,

a+b=;;Áa¼;;, ab=;a!;

f "(x)=0에서 2a- 2
xÛ`

=0

x>0이므로 x= 1
'a 이고, 함수 f "(x)의 부호가 x= 1

'a
의 좌우에서 음에서 양으로 바뀌므로 곡선 y=f(x)의 변곡

점의 x좌표는 
1
'a 이다. 즉, c= 1

'a

ab=;a!;이고 c= 1
'a 이므로 cÛ̀ =ab, 즉 세 수 a, c, b 또는 

b, c, a는 이 순서대로 등비수열을 이룬다. 

a<b와 조건 (나)에서 세 수 a, c, b가 이 순서대로 공비가 

2인 등비수열을 이루므로 a, b의 값은 각각 
1

2'a , 
2
'a 이다.

a+b=;;Áa¼;;이므로 

1
2'a + 2

'a =;;Áa¼;;, 'a+4'a=20, 5'a=20, a=16

따라서 c= 1
'1�6 =;4!;이고 	  

f(x)=16xÛ`-20x+2`ln`x이므로 

c_f(1)=;4!;_(-4)=-1

�  ②

4

조건 (가)에서 x<0인 모든 실수 x에 대하여 

f(x)¾ f(-1)이므로 x=-1을 포함하는 어떤 열린구간

에 속하는 모든 x에 대하여 f(x)¾ f(-1)이다. 

즉, 함수 f(x)는 x=-1에서 극소이다. 이때 x<0에서 함

5

수 f(x)가 미분가능하므로 f '(-1)=0이다.

x<0일 때, f(x)=(2xÛ`+ax)e-x에서 

f '(x)�=(4x+a)e-x-(2xÛ`+ax)e-x	  

=-{2xÛ`+(a-4)x-a}e-x

f '(-1)=(2a-6)e이고 f '(-1)=0이므로 

(2a-6)e=0, a=3

따라서 x<0일 때,

f(x)=(2xÛ`+3x)e-x, 

f '(x)�=-(2xÛ`-x-3)e-x	  

=-(x+1)(2x-3)e-x

이므로 x<-1에서 함수 f(x)는 감소하고 -1<x<0에

서 함수 f(x)는 증가하며 f(-1)=-e이다.

한편, lim
x`Ú 0-

`f(x)= lim
x`Ú 0+

`f(x)=f(0)=0이므로 함수 	

f(x)는 x=0에서 연속이다.

Ú	b¾0인 경우

	� 함수 y=f(x)의 그래프 및 함수 y=g(t)의 그래프는 

그림과 같다.

O-1-2
x(t)

y=f(x)

y=g(t)
-e

y

O-1-2
x(t)

y=g(t)
-e

y
y=f(x)

		  [b>0인 경우]	 [b=0인 경우]

	 이때 

	 g(t)=

(
{
9
` 

f(t+1)

f(-1)

f(t)

 

(t<-2)

(-2Ét<-1)

(t¾-1)

	� 이고, 함수 g(t)가 t=-;2!;에서 미분가능하므로 조건 

(나)를 만족시키지 않는다.

Û	b<0인 경우

	� 함수 y=f(x)의 그래프 및 함수 y=g(t)의 그래프는 

그림과 같다.

O-1
a-1

a-2
x(t)

y=f(x)

y=g(t)
-e

y

	� b<0이면 f(a)=f(a-1)을 만족시키는 0<a<1인 a
가 존재한다. 이때 

최소이고 최솟값은 -1+(-2)=-3이다.

�  ③
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sin`x+cos`x=aex에서 (sin`x+cos`x)e-x=a

f(x)=(sin`x+cos`x)e-x이라 하면 방정식 	

sin`x+cos`x=aex의 양의 실근은 함수 y=f(x)의 그래

프와 직선 y=a가 만나는 점의 x좌표 중 양수인 것과 같다.

f(x)=(sin`x+cos`x)e-x에서

f '(x)�=(cos`x-sin`x)e-x-(sin`x+cos`x)e-x	

=-2e-x`sin`x

f '(x)=0에서 sin`x=0

x¾0일 때, f '(x)=0이 되는 x의 값은 x=0, p, 2p, y
이므로 x¾0에서 함수 f(x)의 증가와 감소를 표로 나타내

면 다음과 같다.

x 0 y p y 2p y 3p y 4p y

f '(x) 0 - 0 + 0 - 0 + 0 y

f(x) 1 ↘ -e-p ↗ e-2p ↘ -e-3p ↗ e-4p y

;4#;p

O

1

2p

3pp
x

y=a

y

y=f(x)

-eÑÜ p

-eÑp
4p

f(x)=0에서 sin`x+cos`x=0, 즉 tan`x=-1이므로 

x>0에서 곡선 y=f(x)가 x축과 만나는 점의 x좌표는 

;4#;p, ;4&;p, y이다.

6

	 g(t)=

(
\
{
\
9

` 

f(t+1)

f(-1)

f(t)

f(t+1)

 

(t<-2)

(-2Ét<-1)

(-1Ét<a-1)

(t¾a-1)

    yy`㉠

	� 함수 g(t)는 t=a-1에서 미분가능하지 않으므로 조건 

(나)에서 

	 a-1=-;2!;, 즉 a=;2!;

	 f {;2!;}=f {-;2!;}에서

	 ;2!;b={;2!;-;2#;}e;2!;, b=-2'e

	 따라서 

	 f(x)=[`
(2xÛ`+3x)e-x

-2'ex
 

(x<0)

(x¾0)
  	   yy`㉡

	 ㉠, ㉡에서

	 g(-3)_g(1)�=f(-2)_f(2)	  

=2eÛ`_(-4'e )=-8eÛ`'e
�  ①

g(x)=-ex-|ex-1|이라 하면 모든 실수 x에 대하여 부

등식 -ex-|ex-1|Étx+k가 성립하려면 함수 y=g(x)

의 그래프가 직선 y=tx+k보다 아래쪽에 있거나 직선	

y=tx+k와 한 점에서만 만나야 한다.    yy`㉠
x<0이면 g(x)=-ex+(ex-1)=-1

x¾0이면 g(x)=-ex-ex+1=-2ex+1

x>0에서 g'(x)=-2ex이므로 lim
x`Ú 0+

`g'(x)=-2이다.

함수 y=g(x)의 그래프는 그

O
-1

x

yy=-2x-1

y=g(x)

림과 같다.

Ú	-2Ét<0일 때 

	� ㉠을 만족시키는 k의 값이 

최소일 때는 직선 	

y=tx+k가 점 (0, -1)	

을 지날 때이다.

	 이때 k=-1이므로

	 f(t)=-1

	 -2<t<0에서 f '(t)=0이므로 f '(-1)=0이다.

Û	t<-2일 때 

	� ㉠을 만족시키는 k의 값이 최소일 때는 직선 y=tx+k

가 곡선 y=-2ex+1에 접할 때이다.

	� y=tx+k에서 y'=t이고 y=-2ex+1에서 y'=-2ex

이므로 접점의 x좌표를 a라 하면

	 ta+k=-2ea+1이고 t=-2ea

	 t=-2ea에서 ea=- t
2 , a=ln {- t

2 }

	� 두 식 t=-2ea, a=ln {- t
2 }를 ta+k=-2ea+1에 

대입하면

	 t`ln {- t
2 }+k=t+1. k=-t`ln {- t

2 }+t+1

	 즉, f(t)=-t`ln {- t
2 }+t+1

	 t<-2에서

	 f '(t)=-ln {- t
2 }-t_

-;2!;

- t
2

+1=-ln {- t
2 }

	 이므로 f '(-2e)=-ln {- -2e
2 }=-1

7

x>0에서 함수 y=f(x)의 그래프와 직선 y=a가 만나는 

점의 개수가 2이고 이 두 교점의 x좌표가 ;4#;p보다 크려면 

f(p)<a<f(3p), 즉 -e-p<a<-e-3p

이어야 한다.

따라서 p=-e-p, q=-e-3p이므로

p_q=-e-p_(-e-3p)=e-4p�  ②
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x=2`cos`t-'3a`sinÛ``t, y=tan`t+(1+a)cot`t에서

dx
dt �=-2`sin`t-2'3a`sin`t`cos`t	

=-2`sin`t(1+'3a`cos`t)
dy
dt =sec Û``t-(1+a)cscÛ``t

점 P의 시각 t에서의 속력은 ¾̈{ dx
dt }

Û`+{ dy
dt }

Û`이므로 

속력이 0일 때는 
dx
dt =0이고 

dy
dt =0일 때이다.

즉, -2`sin`t(1+'3a`cos`t)=0이고

secÛ``t-(1+a)cscÛ``t=0일 때이다.

-2`sin`t(1+'3a`cos`t)=0에서

0<t<;2Ò;일 때 sin`t+0이므로 

1+'3a`cos`t=0

이때 cos`t>0이므로 a<0이고 

cos`t=- 1
'3a , 즉 sec`t=-'3a  	   yy`㉠

secÛ``t-(1+a)cscÛ``t=0에서 

1
cos Û``t

=(1+a)_ 1
sinÛ``t

, tan Û``t=1+a    yy`㉡

이때 tan Û``t>0이므로 1+a>0, 즉 a>-1이다.

㉠, ㉡과 1+tanÛ``t=secÛ``t임을 이용하면

1+(1+a)=3aÛ`

3aÛ`-a-2=0, (a-1)(3a+2)=0

-1<a<0이므로 a=-;3@;

㉠에서 cos`t=
'3
2 이므로 t=;6Ò;

따라서 점 P의 속력이 0일 때의 y좌표는

y=tan`;6Ò;+;3!;`cot`;6Ò;= '33 +;3!;_'3= 2'3
3

�  ①

8

3Level                실력 완성

1 ①	 2 31	 3 32

본문 68쪽

f(1)=;e!;인 이차함수 f(x)에 대하여 함수 

g(x)=ln | f(x)|가 실수 전체의 집합에서 미분가능하므

로 모든 실수 x에 대하여 f(x)>0이고 이차함수 f(x)의 

최고차항의 계수가 양수이다.

1

f(x)=axÛ`+bx+c`(a, b, c는 상수, a>0)으로 놓으면 

f(1)=;e!;에서 a+b+c=;e!;  �   yy`㉠

모든 실수 x에 대하여 f(x)>0이므로 g(x)=ln`f(x)이

다.

f(x)=axÛ`+bx+c에서 f '(x)=2ax+b, f "(x)=2a이

고, 모든 실수 x에 대하여 f(x)>0이므로 이차방정식 	

axÛ`+bx+c=0의 판별식을 DÁ이라 하면 

DÁ=bÛ`-4ac<0이다.

이때 g'(x)=
 f '(x)
 f(x)

, 

g"(x)=
 f "(x)f(x)-{ f '(x)}Û`

{ f(x)}Û`
이므로

g'(x)=0에서 f '(x)=2ax+b=0, 즉 x=-;2õa;이고, 

g'(x)의 부호가 x=-;2õa;의 좌우에서 음에서 양으로 바뀌

므로 함수 g(x)는 x=-;2õa;에서 극소이다.

g"(x)=0에서

f "(x)f(x)-{ f '(x)}Û`�=2a(axÛ`+bx+c)-(2ax+b)Û`	

=-2a2xÛ`-2abx-bÛ`+2ac=0

이고 이 이차방정식의 판별식을 Dª라 하면 

Dª=(-2ab)Û`+8aÛ`(-bÛ`+2ac)=-4aÛ`(bÛ`-4ac)>0

이므로 곡선 y=g(x)의 변곡점의 개수는 2이다. 

또한 곡선 y=f(x)가 직선 x=-;2õa;에 대하여 대칭이므

로 곡선 y=g(x)도 직선 x=-;2õa;에 대하여 대칭이다. 

lim
x`Ú¦

 g(x)=¦이므로 함수 y=g(x)의 그래프는 그림과 같

다.

y=f(x)

y=g(x)

x=-;2a;b

한편, 모든 실수 x에 대하여 x{g(x)-mx}¾0이므로 	

x<0이면 g(x)-mxÉ0, 즉 g(x)Émx이고 

x>0이면 g(x)-mx¾0, 즉 g(x)¾mx이다. 

함수 y=g(x)-mx가 x=0에서 연속이므로 

g(0)-m_0=0, 즉 g(0)=0

g(0)=ln`f(0)이므로 ln`f(0)=0, f(0)=1에서 

c=1  �   yy`㉡
곡선 y=g(x)와 직선 y=mx는 모두 원점을 지난다. 또한 

x<0에서 곡선 y=g(x)는 직선 y=mx보다 아래쪽에 있

Ú, Û에서 f '(-1)+f '(-2e)=0+(-1)=-1

�  ⑤
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f(x)=;2!;xÛ`-3x+;[A;에서

f '(x)=x-3- a
xÛ`

= xÜ`-3xÛ`-a
xÛ`

  �   yy`㉠

f '(x)=0에서 xÜ`-3xÛ`-a=0`(단, x+0)

xÜ`-3xÛ`=a`(단, x+0)

h(x)=xÜ`-3xÛ`이라 하면 f '(x)=0을 만족시키는 실수 x

의 값은 곡선 y=h(x)와 직선 y=a가 만나는 점의 x좌표 

중에서 0이 아닌 값과 같다.

h'(x)=3xÛ`-6x=3x(x-2)

h'(x)=0에서 x=0 또는 x=2

h(1)=-2, h(4)=16이므로 함수 y=h(x)의 그래프는 

그림과 같다.

2

거나 직선 y=mx와 접하고, x>0에서 곡선 y=g(x)는 

직선 y=mx보다 위쪽에 있거나 직선 y=mx와 접한다.	 

� yy`㉢
곡선 y=g(x) 위의 원점을 지나는 직선 y=mx에 대하여 

기울기 m의 최댓값이 존재하고 이 값이 -1이므로 곡선 

y=g(x)와 직선 y=-x는 접한다.

그런데 f(1)=;e!;에서 g(1)=ln`f(1)=ln`;e!;=-1이므로 

곡선 y=g(x)와 직선 y=-x는 모두 점 (1, -1)을 지난

다. 이때 ㉢을 만족시키려면 곡선 y=g(x)와 직선 y=-x

는 점 (1, -1)에서 접하고 원점에서 만나야 한다.

O
1

-1
x

y

y=g(x)

y=-x

g'(1)=-1이고 g'(1)=
 f '(1)
 f(1)

이므로 
 f '(1)
 f(1)

=-1에서 

f '(1)=-f(1)

f '(x)=2ax+b이고 f(1)=;e!;이므로 f '(1)=-;e!;에서 

2a+b=-;e!;

㉠, ㉡에서 a+b=;e!;-1

두 식 2a+b=-;e!;, a+b=;e!;-1을 연립하여 풀면 

a=1-;e@;, b=;e#;-2

따라서 f(x)={1-;e@;}xÛ`+{;e#;-2}x+1이므로

f {;2#;}={;4(;-;2»e;}+{;2»e;-3}+1=;4!;

�  ①

O

16

12

3

4
-2

x

y

y=a

y=h(x)

Ú	-2<a<16일 때 

	� 열린구간 (1, 4)에서 곡선 y=h(x)와 직선 y=a는 한 

점에서만 만난다.

	 이 교점의 x좌표를 b라 하면 h(b)=a이므로

	 bÜ`-3b Û`=a  �   yy`㉡
	� 또한 곡선 y=h(x)와 직선 y=-2의 교점의 x좌표 중 

가장 큰 것을 xÁ이라 하면 2<xÁ<b<4이다.� yy`㉢
	� ㉠에서 x=b의 좌우에서 f '(x)의 부호가 음에서 양으

로 바뀌므로 닫힌구간 [1, 4]에서 연속인 함수 f(x)는 

x=b에서 극소이면서 최소이다. 

	� 따라서 닫힌구간 [1, 4]에서 함수 f(x)의 최솟값 	

g(a)=f(b)이다.

	 ㉡에서

	 g(a)=f(b)=;2!;bÛ`-3b+ a
b

	 =;2!;bÛ`-3b+ 1
b (b Ü`-3bÛ`)

	 =;2#;bÛ`-6b  �   yy`㉣

	 2<b<4이므로 g(a)<;2#;_4Û`-6_4=0

	 ㉡의 양변을 a에 대하여 미분하면

	 (3b Û`-6b) db
da =1, db

da = 1
3bÛ`-6b

	 ㉣의 양변을 a에 대하여 미분하면

	 g'(a)=(3b-6) db
da =(3b-6)_ 1

3b Û`-6b
= 1
b

	 상수 k가 g(k)=-;;Á3¼;; 을 만족시킬 때 ㉣에서

	 ;2#;bÛ`-6b=-;;Á3¼;;, 9bÛ`-36b+20=0

	 (3b-2)(3b-10)=0

	 ㉢에서 b=;;Á3¼;;

	 따라서 g'(k)= 1

:Á3¼:
=;1£0;

Û	a¾16일 때 

	� 열린구간 (1, 4)에서 곡선 y=h(x)와 직선 y=a는 만
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나지 않고 h(x)<a이므로 이 구간에서 f '(x)<0이다.

	� 따라서 닫힌구간 [1, 4]에서 연속인 함수 f(x)는 이 구

간에서 감소하므로 함수 f(x)는 x=4에서 최소이다. 	

닫힌구간 [1, 4]에서 함수 f(x)의 최솟값

	 g(a)=f(4)=8-12+;4A;=;4A;-4

	 a¾16이므로 g(a)¾;;Á4¤;;-4=0

	 a>16일 때 g'(a)=;4!;이므로 g'(19)=;4!;

Ú, Û에서

g'(k)+g'(19)=;1£0;+;4!;=;2!0!;

따라서 p=20, q=11이므로 p+q=20+11=31

�  31

f(x)= aex+b
e2x+2

에서

f '(x)=
aex(e2x+2)-2e2x(aex+b)

(e2x+2)Û`

=
-(ae2x+2bex-2a)ex

(e2x+2)Û`

모든 실수 x에 대하여 ex>0, (e2x+2)Û`>0이므로 

f '(x)=0에서 ae2x+2bex-2a=0

ex=t`(t>0)으로 놓으면

atÛ`+2bt-2a=0

이차방정식의 근과 계수의 관계에 의하여 이차방정식 	

atÛ`+2bt-2a=0의 두 근의 곱은 

-2a
a =-2이므로 이 이차방정식은 서로 다른 두 실근을 

갖고 이 중 양수인 실근은 하나뿐이다. 

즉, f '(x)=0을 만족시키는 실수 x의 개수는 1이다. 이 x

의 값을 p라 하면 a<0이므로 x=p의 좌우에서 함수 

f '(x)의 부호는 음에서 양으로 바뀐다. 

이때 lim
x`Ú-¦

`f(x)=;2B;, lim
x`Ú¦

`f(x)=0이므로 함수 y=f(x)

의 그래프는 그림과 같다.

y=;2B;

y=f(x)

x
p

조건 (가)의 g(0)=1에서 직선 y=0이 함수 

y=| f(x)-f(k)|의 그래프와 만나는 점의 개수가 1이다.

0=| f(x)-f(k)|, 즉 f(x)=f(k)인 x의 개수가 1이므로 

f(k)=f(p) 또는 ;2B;Éf(k)<0

한편, 조건 (나)에서 g(a)+ lim
t`Ú a-

 g(t)=4    yy`㉠

3

㉠을 만족시키는 a의 값을 aÁ이라 하자.

함수 g(t)가 t=aÁ에서 연속이면 g(aÁ)= lim
t`Ú aÁ-

 g(t)이므로 

㉠에서 g(aÁ)= lim
t`Ú aÁ-

 g(t)=2이다. 

그런데 이 경우 t=aÁ에 가까운 어떤 t=aª에 대해서도 	

g(aª)= lim
t`Ú aª-

 g(t)=2가 되어 ㉠을 만족시키는 a가 오직 

하나 존재한다는 조건을 만족시키지 않는다.

그러므로 ㉠을 만족시키는 aÁ에 대하여 함수 g(t)는 t=aÁ
에서 불연속이고, 함수 g(t)가 t=b에서 연속이면서 	

g(b)=2인 실수 b가 존재하지 않아야 한다.

Ú	f(k)=f(p)일 때

	 함수 y=| f(x)-f(k)|의 그래프는 그림과 같다. 

y=;2B;

y=|;2B;-f(k)|

y=f(x)

y=|f(x)-f(k)|

y=|-f(k)|

xp

(k, f(k))

	� 0<b<|;2B;-f(k)|인 모든 b에 대하여 g(b)=2이므

로 조건 (나)를 만족시키지 않는다.

Û	f(k)=;2B;일 때

y=;2B;
y=f(x)

y=|f(x)-f(k)|

xp

(k, f(k))

y=|;2B;-f(k)|

y=|-f(k)|

[`f(k)<;2!; f(p)인 경우]

y=;2B;

y=f(x)

y=|f(x)-f(k)|
xp

(k, f(k))

y=|;2B;-f(k)|

y=|-f(k)|

[`f(k)=;2!; f(p)인 경우]

y=;2B;

y=|;2B;-f(k)|

y=f(x)

y=|f(x)-f(k)|

xp

(k, f(k))

y=|-f(k)|

[`f(k)>;2!; f(p)인 경우]
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	� f(k)<;2!;f(p)인 경우, 함수 g(t)가 t=c에서 불연속

인 c에 대하여 g(c)+ lim
t`Ú c-

 g(t)의 값은 1 또는 5이므

로 조건 (나)를 만족시키지 않는다.

	� f(k)=;2!;f(p)인 경우, 함수 g(t)가 t=c에서 불연속

인 c에 대하여 g(c)+ lim
t`Ú c-

 g(t)의 값은 1 또는 4이다. 

	� 이때 ㉠을 만족시키는 a의 값은 |-f(k)|뿐이므로 조

건 (나)를 만족시킨다. 

	� f(k)>;2!; f(p)인 경우, 

	� |-f(k)|<b<|f(p)-f(k)|인 모든 b에 대하여 

g(b)=2이므로 조건 (나)를 만족시키지 않는다.

Ü	f(k)>;2B;일 때

y=;2B;

y=|;2B;-f(k)|

y=f(x)

y=|f(x)-f(k)|

xp

(k, f(k))

y=|-f(k)|

	� 0<b<|;2B;-f(k)|인 모든 b에 대하여 g(b)=2이므

로 조건 (나)를 만족시키지 않는다.

Ú, Û, Ü에서 f(k)=;2B;=;2!; f(p)이다.

조건 (가)에서 f(k)=-1이므로 b=-2, f(p)=-2

b=-2이므로 f(x)= aex-2
e2x+2

, 

f '(x)=
-(ae2x-4ex-2a)ex

(e2x+2)Û`
이다.

f(p)=-2에서 
aep-2
e2p+2

=-2, a= -2e2p-2
ep

f '(p)=0에서 ae2p-4ep-2a=0, a= 4ep

e2p-2

두 식 a= -2e2p-2
ep , a= 4ep

e2p-2
 을 연립하면

-2e2p-2
ep = 4ep

e2p-2
, e4p+e2p-2=0 

(e2p+2)(e2p-1)=0

e2p>0에서 e2p=1, 즉 p=0이므로

a= -2_1-2
1 =-4

f(k)=-1에서 
-4ek-2
e2k+2

=-1

ek(ek-4)=0, ek=4

따라서 

a_b_ek=(-4)_(-2)_4=32

�  32

함수 f(x)=a_2x+b_4x에 대하여 f(1)=0이므로

f(1)=2a+4b=0

a=-2b  	   yy`㉠

이때 :)1 f(x)dx= 1
2`ln`2 에서

:)1 f(x)dx

=:)1 (a_2x+b_4x)dx

=[ a_2x

ln`2 + b_4x

ln`4 ]1)

={ 2a
ln`2 + 4b

2`ln`2 }-{
a

ln`2 + b
2`ln`2 }

= 2a+3b
2`ln`2 = 1

2`ln`2
즉, 2a+3b=1    yy`㉡

㉠을 ㉡에 대입하여 풀면

a=2, b=-1

따라서 

a+b=2+(-1)=1

�  ①

1

f '(x)=ex+cos`x에서

f(x)=: f '(x)dx

=:`(ex+cos`x)dx

=ex+sin`x+C (단, C는 적분상수)

이때 f(0)=0이므로

f(0)=1+0+C=0, C=-1

따라서 f(x)=ex+sin`x-1이므로

 f(2p)
 f(p)

= e2p+sin`2p-1
ep+sin`p-1

= e2p-1
ep-1

=
(ep+1)(ep-1)

ep-1

=ep+1

�  ④

2

여러 가지 적분법06

1 ①	 2 ④	 3 ③	 4 ②	 5 ③	 6 ①

7 ④	 8 ④

유제 본문 70~76쪽
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:!2 2`ln`2x
x  dx에서 ln`2x=t로 놓으면 

x=1일 때 t=ln`2, x=2일 때 t=2`ln`2이고

2
2x = dt

dx 에서 ;[!;= dt
dx 이므로

:!2 2`ln`2x
x  dx=:

ln`2

2`ln`2
`2t dt 

=[tÛ`]
ln`2

2`ln`2

=4(ln`2)Û`-(ln`2)Û`=3(ln`2)Û`

�  ③

3

lim
h`Ú 0

 
 f(x+h)-f(x)

2h =xe-xÛ`에서

lim
h`Ú 0

 
 f(x+h)-f(x)

2h =;2!; lim
h`Ú 0

 
 f(x+h)-f(x)

h

  =;2!; f '(x)

이므로 ;2!; f '(x)=xe-xÛ`

f '(x)=2xe-xÛ`

f(x)=: f '(x)dx=: 2xe-xÛ` dx에서 

-xÛ`=t로 놓으면 -2x= dt
dx 이므로

f(x)=: 2xe-xÛ` dx

=-: et dt

=-et+C

=-e-xÛ`+C (단, C는 적분상수)

이때 f(0)=e-1-1이므로

f(0)=-1+C=e-1-1, C=e-1

즉, f(x)=-e-xÛ`+e-1

곡선 y=f(x)와 x축이 만나는 점의 x좌표를 a라 하면

f(a)=-e-aÛ`+e-1=0

e-aÛ`=e-1, -aÛ`=-1, a Û`=1

a=-1 또는 a=1

따라서 곡선 y=f(x)와 x축이 만나는 두 점의 좌표는 	

(-1, 0), (1, 0)이므로 두 점 사이의 거리는 2이다.

�  ②

참고

함수 f(x)의 도함수 f '(x)=2xe-xÛ`은 모든 양수 x에 대

하여 f '(x)>0이므로 함수 f(x)는 구간 (0, ¦)에서 증

가한다.

또한 함수 f(x)=-e-xÛ`+e-1은 모든 실수 x에 대하여 

f(-x)=-e-(-x)Û`+e-1=-e-xÛ`+e-1=f(x)

이므로 곡선 y=f(x)는 y축에 대하여 대칭이다.

이때 f(1)=-e-1+e-1=0이므로 f(-1)=0이고 곡선 

4

y=f(x)는 x축과 서로 다른 두 점 (-1, 0), (1, 0)에서

만 만난다.

:!e (4x-1) ln`x dx에서 

u(x)=ln`x, v'(x)=4x-1로 놓으면 

u'(x)=;[!;, v(x)=2xÛ`-x이므로

:!e (4x-1) ln`x dx

=[(2xÛ`-x) ln`x]e!-:!e [(2xÛ`-x)_;[!;]dx

={(2eÛ`-e)-0}-:!e (2x-1)dx

=2eÛ`-e-[xÛ`-x]e!

=2eÛ`-e-{(eÛ`-e)-0}=eÛ`

�  ③

5

:)
;2Ò;
`x(sin`x+cos`2x)dx에서 

u(x)=x, v'(x)=sin`x+cos`2x로 놓으면 

u'(x)=1, v(x)=-cos`x+;2!;`sin`2x이므로

:)
;2Ò;
`x(sin`x+cos`2x) dx

=[x{-cos`x+;2!;`sin`2x}])
;2Ò;

�
-:)

;2Ò;
`{-cos`x+;2!;`sin`2x} dx

=0-[-sin`x-;4!;`cos`2x])
;2Ò;

=-[{-1+;4!;}-{0-;4!;}]=;2!;

�  ①

6

:!
2x+1

 { f(t)-x}dt=ln (xÛ`+a)  	  yy`㉠

㉠의 양변에 x=0을 대입하면

0=ln`a, a=1

이때 ㉠에서 

:!
2x+1

 f(t)dt-x:!
2x+1

 dt=ln (xÛ`+1)

이고 :!
2x+1

 dt=[t]!
2x+1

=(2x+1)-1=2x이므로

:!
2x+1

 f(t)dt-2xÛ`=ln (xÛ`+1)  	  yy`㉡

㉡의 양변을 x에 대하여 미분하면

f(2x+1)_2-4x= 2x
xÛ`+1

7
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f(x)="Ãex+sec`x로 놓고, 함수 f(x)의 한 부정적분을 	

F(x)라 하면 F'(x)=f(x)이므로

lim
h`Ú 0

 1h :)2` h "Ãex+sec`x dx=lim
h`Ú 0

 1h :)2` h f(x)dx

=lim
h`Ú 0

 ;h!; [F(x)]2)h

=lim
h`Ú 0

 
F(2h)-F(0)

h

=2 lim
h`Ú 0

 
F(0+2h)-F(0)

2h

=2F'(0)=2 f(0)	 

=2"Ãe0+sec`0	

=2'Ä1+1=2'2
�  ④

8

f(2x+1)=2x+ x
xÛ`+1

  	   yy`㉢

㉢의 양변에 x=1을 대입하면

f(3)=2+;2!;=;2%;

따라서 a+f(3)=1+;2%;=;2&;

�  ④

Level               기초 연습1 본문 77쪽

1 ⑤	 2 ④	 3 ①	 4 ②	 5 ①

4x-2x+1=0에서

2x(2x-2)=0

2x>0이므로 2x=2, x=1

따라서 |4x-2x+1|=[`
2x+1-4x

4x-2x+1 
(x<1)

(x¾1)
이므로

:)2` |4x-2x+1|dx

=:)1 (2x+1-4x)dx+:!2 (4x-2x+1)dx

=[ 2x+1

ln`2 - 4x

ln`4 ]1)+[ 4x

ln`4 - 2x+1

ln`2 ]2!`

=[{ 4
ln`2 - 4

ln`4 }-{
2

ln`2 - 1
ln`4 }]

� +[{ 16
ln`4 - 8

ln`2 }-{
4

ln`4 - 4
ln`2 }]

= 5
2`ln`2

�  ⑤

1

:)
;2Ò;
`sin5`x dx=:)

;2Ò;
`sin`x(sin Û``x)Û` dx

=:)
;2Ò;
`sin`x(1-cosÛ``x)Û` dx

cos`x=t라 하면 

x=0일 때 t=1, x=;2Ò;일 때 t=0이고

-sin`x= dt
dx 이므로

:)
;2Ò;
`sin5`x dx=:)

;2Ò;
`sin`x(1-cosÛ``x)Û` dx

=-:!0 (1-tÛ`)Û` dt

=:)1 (t4-2tÛ`+1)dt

=[;5!;t5-;3@;t3+t]1)

={;5!;-;3@;+1}-0=;1¥5;

�  ④

2

:)
;3Ò;
`(xÛ``sin`x-2x`cos`x)dx

=:)
;3Ò;
`xÛ``sin`x dx-:)

;3Ò;
`2x`cos`x dx 

이때 :)
;3Ò;
`xÛ``sin`x dx에서 	  

u(x)=xÛ`, v'(x)=sin`x로 놓으면 	  

u'(x)=2x, v(x)=-cos`x이므로

:)
;3Ò;
`xÛ``sin`x dx=[-xÛ``cos`x])

;3Ò;
+:)

;3Ò;
`2x`cos`x dx

={- pÛ`18 -0}+:)
;3Ò;
`2x`cos`x dx

=- pÛ`18 +:)
;3Ò;
`2x`cos`x dx

따라서

:)
;3Ò;
`(xÛ``sin`x-2x`cos`x)dx

=:)
;3Ò;
`xÛ``sin`x dx-:)

;3Ò;
`2x`cos`x dx=- pÛ`18

�  ①

다른 풀이

(-xÛ``cos`x)'=xÛ``sin`x-2x`cos`x이므로

:)
;3Ò;
`(xÛ``sin`x-2x`cos`x)dx=[-xÛ``cos`x])

;3Ò;

=- pÛ`18 -0

=- pÛ`18

3
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f(x)=:E/ f(t) ln`t dt+e    yy`㉠

㉠에 x=e를 대입하면

f(e)=0+e=e

㉠의 양변을 x에 대하여 미분하면

f '(x)=f(x) ln`x  	   yy`㉡

㉡에 x=e를 대입하면 

f '(e)=f(e) ln`e=e_1=e

㉡의 양변을 x에 대하여 미분하면

f "(x)=f '(x) ln`x+
 f(x)

x
따라서

f "(e)=f '(e) ln`e+
 f(e)

e =e_1+;eE;=e+1

�  ②

4

f(t)=pcos`t로 놓고, 함수 f(t)의 한 부정적분을 F(t)라 

하면 F'(t)=f(t)이므로

lim
x`Ú p

  2
xÛ`-p Û`

:ù/ pcos`t dt

=lim
x`Ú p

  2
xÛ`-p Û`

 :ù/ f(t)dt

=2 lim
x`Ú p

  1
xÛ`-pÛ`

 [F(t)]/ù

=2 lim
x`Ú p
[ 1

x+p_
F(x)-F(p)

x-p ]

=2_ 1
2p_F'(p)= 1

p_f(p)

이때 f(p)=pcos`p=p-1이므로

lim
x`Ú p

  2
xÛ`-p Û`

:ù/ pcos`t dt= 1
p_f(p)

= 1
p_p-1= 1

pÛ`
�  ①

5

Level               기본 연습 본문 78쪽2

1 ②	 2 ①	 3 ③	 4 65	 5 ③

f '(x)=[ 
a(cos`x+1)

a`sin`2x
 

(xÉp)
(x>p)

에서

: a(cos`x+1)dx=a(sin`x+x)+CÁ 

� (단, CÁ은 적분상수)

: a`sin`2x dx=-;2A;`cos`2x+Cª (단, Cª는 적분상수)

1

이때 실수 전체의 집합에서 미분가능한 함수 f(x)는 실수 

전체의 집합에서 연속이므로 x=p에서도 연속이다.

따라서

f(x)=
(
{
9
 
a(sin`x+x)+CÁ

-;2A;`cos`2x+Cª
 

(xÉp)

(x>p)

f(0)=-2p이므로 f(0)=CÁ=-2p

f {;2#;p}=2이므로

f {;2#;p}=-;2A;`cos`3p+Cª=;2A;+Cª=2

에서 Cª=2-;2A;  	   yy`㉠

또한 lim
x`Úp-

`f(x)= lim
x`Úp+

`f(x)=f(p)에서

lim
x`Úp-

`f(x)= lim
x`Úp-

{a(sin`x+x)+CÁ}

=a(sin`p+p)-2p=(a-2)p,

lim
x`Úp+

`f(x)= lim
x`Úp+

{-;2A;`cos`2x+Cª}

=-;2A;`cos`2p+Cª

=-;2A;+Cª,

f(p)=a(sin`p+p)-2p=(a-2)p

이므로 (a-2)p=-;2A;+Cª  	  yy`㉡

㉠을 ㉡에 대입하면

(a-2)p=-;2A;+{2-;2A;}

(a-2)p=2-a, (a-2)(p+1)=0

a=2이므로 Cª=2-;2A;=2-;2@;=1

따라서 f(x)=[ 
2(sin`x+x-p)
-cos`2x+1

 
(xÉp)
(x>p)

이므로

:_Èù`  f(x)
a  dx=:_Èù` (sin`x+x-p)dx

=:_Èù`(sin`x+x)dx-p:_Èù`dx

이때 g(x)=sin`x+x라 하면 모든 실수 x에 대하여

g(-x)=sin(-x)-x=-(sin`x+x)=-g(x)이므로

:_Èù`(sin`x+x)dx=0

따라서

:_Èù`  f(x)
a  dx=:_Èù`(sin`x+x)dx-p:_Èù`dx

=0-2p:)È dx=-2p[x]È)

=-2p_(p-0)=-2pÛ`
�  ②
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함수 g(x)가 함수 f(x)=e2x+ex의 역함수이므로

f(g(x))=x    yy`㉠

㉠의 양변을 x에 대하여 미분하면

f '(g(x))_g'(x)=1

g'(x)= 1
 f '(g(x))

 이므로

:^2`0 1
g(x)_f '(g(x))

 dx=:^2`0 g'(x)
g(x)

 dx

이때 g(x)=t라 하면 g'(x)= dt
dx

한편, g(6)=t에서 역함수의 성질에 의하여 f(t)=6이므로

f(t)=e2t+et=6

(et+3)(et-2)=0

et>0이므로 et=2, t=ln`2

또한 g(20)=t에서 역함수의 성질에 의하여 f(t)=20이

므로

f(t)=e2t+et=20

(et+5)(et-4)=0

et>0이므로 et=4, t=ln`4=2`ln`2

따라서

:^2`0 1
g(x)_f '(g(x))

 dx

=:^2`0 g'(x)
g(x)

 dx=:
ln`2

2`ln`2
` 1t  dt=[ln |t|]

ln`2

2`ln`2

=ln(2`ln`2)-ln(ln`2)=ln`{ 2`ln`2
ln`2 }=ln`2

�  ①

참고

함수 f(x)=e2x+ex에서 f '(x)=2e2x+ex

이때 모든 실수 x에 대하여 f '(x)>0이므로 f '(g(x))>0

이다.

2

조건 (가)의 lim
x`Ú 0

 
 f(2x)-f(x)+f(0)

x =6에서

x Ú 0일 때 (분모) Ú 0이고 극한값이 존재하므로 

(분자) Ú 0이어야 한다. 즉, 

lim
x`Ú 0

{ f(2x)-f(x)+f(0)}=f(0)=0

이므로

lim
x`Ú 0

 
 f(2x)-f(x)+f(0)

x

=lim
x`Ú 0

 
 f(2x)-f(x)

x

=lim
x`Ú 0
[  f(2x)-f(0)

x -
 f(x)-f(0)

x ]

=lim
x`Ú 0
[2_  f(2x)-f(0)

2x -
 f(x)-f(0)

x ]

=2 f '(0)-f '(0)=f '(0)=6

3

an=:)n (x-n)ex dx에서

u(x)=x-n, v'(x)=ex으로 놓으면 

u'(x)=1, v(x)=ex이므로

an=:)n (x-n)ex dx

=[(x-n)ex]n)-:)n ex dx

={0-(-n)}-[ex]n)

=n-(en-1)=n-en+1

따라서 an+en=n+1이므로
10
Á
n=1

(an+en)=
10
Á
n=1

(n+1)

= 10_11
2 +10=65

�  65

4

:)/ (x-t)f(t)dt=x:)/ f(t)dt-:)/ t f(t)dt

이므로

:)/ (x-t)f(t)dt=(a+2b) sin`x+(2a+b) ln (x+1)

에서

5

조건 (나)의 f '(x)=(x+2)"ÃxÛ`+4x+k에서

f '(0)=2'k=6, k=9

즉, f '(x)=(x+2)"ÃxÛ`+4x+9이므로

f(x)=: f '(x)dx=: (x+2)"ÃxÛ`+4x+9 dx

xÛ`+4x+9=t라 하면 2(x+2)= dt
dx 이므로

f(x)=: 
't`
2  dt

=;2!;_;3@;_t;2#;+C

=;3!;t;2#;+C

=;3!;(xÛ`+4x+9);2#;+C (단, C는 적분상수)

이때 f(0)=0이므로 

f(0)=9+C=0, C=-9

따라서 f(x)=;3!;(xÛ`+4x+9);2#;-9이므로

k_f(-2)�=9_{ 5'5
3 -9}	  

=3(5'5-27)

�  ③
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함수 f(x)=:)
;2Ò;
 |sin`x-sin`t|dt는 x의 값에 따라 다음

과 같다. 

Ú	-pÉx<0일 때

	� -pÉx<0인 모든 실수 x에 대하여 -1Ésin`xÉ0이

고 0ÉtÉ;2Ò;인 모든 실수 t에 대하여 0Ésin`tÉ1이므로

	 f(x)=:)
;2Ò;
 |sin`x-sin`t|dt

	 =:)
;2Ò;
 (sin`t-sin`x)dt

	 =[-cos`t-t`sin`x])
;2Ò;

	 ={0-;2Ò;`sin`x}-(-1-0)

	 =-;2Ò;`sin`x+1

1

3Level                실력 완성

1 ⑤	 2 ④	 3 ④

본문 79쪽

x:)/ f(t)dt-:)/ t f(t)dt

=(a+2b) sin`x+(2a+b) ln (x+1)  	  yy`㉠

㉠의 양변을 x에 대하여 미분하면

:)/ f(t)dt+x f(x)-x f(x)=(a+2b) cos x+ 2a+b
x+1

:)/ f(t)dt=(a+2b) cos x+ 2a+b
x+1   	   yy`㉡

㉡의 양변에 x=0을 대입하면 

0=(a+2b)+(2a+b)

b=-a  	   yy`㉢

㉢을 ㉡에 대입하면

:)/ f(t)dt=-a`cos`x+ a
x+1   	   yy`㉣

㉣의 양변을 x에 대하여 미분하면

f(x)=a`sin`x- a
(x+1)Û`

이때 f(0)=2이므로

f(0)=-a=2, a=-2

따라서 f(x)=-2`sin`x+ 2
(x+1)Û`

이고

f '(x)=-2`cos`x- 4
(x+1)Ü`

이므로

f '(a+b)=f '(0)=-2-4=-6

�  ③

Û	0Éx<;2Ò;일 때

	 0ÉtÉx이면 sin`x¾sin`t

	 xÉtÉ;2Ò;이면 sin`xÉsin`t

	 그러므로

	 f(x)=:)
;2Ò;
 |sin`x-sin`t|dt

	 =:)/ (sin`x-sin`t)dt+:?
;2Ò;
 (sin`t-sin`x)dt

	 =[t`sin`x+cos`t]/)+[-cos`t-t`sin`x]?
;2Ò;

	 ={(x`sin`x+cos`x)-(0+1)}

� +[{0-;2Ò;`sin`x}-(-cos`x-x`sin`x)]

	 ={2x-;2Ò;}`sin`x+2`cos`x-1

Ü	 ;2Ò;ÉxÉp일 때

	 모든 실수 x에 대하여 sin`x=sin(p-x)이므로

	 0ÉtÉp-x이면 sin`x¾sin`t

	 p-xÉtÉ;2Ò;이면 sin`xÉsin`t

	 그러므로

	 f(x)=:)
;2Ò;
 |sin`x-sin`t|dt

	 =:)
p-x

`(sin`x-sin`t)dt

� +:ù_?
;2Ò;
 (sin`t-sin`x)dt

	 =[t`sin`x+cos`t]È) -` /̀ +[-cos`t-t`sin`x]ù_?
;2Ò;

	 =[{(p-x)sin`x+cos(p-x)}-(0+1)]

	 +[{0-;2Ò;`sin`x}

� -{-cos(p-x)-(p-x)sin`x}]

	 ={;2#;p-2x} sin`x-2`cos`x-1

Ú, Û, Ü에 의하여

f(x)=

(
|
{
|
9

`

-;2Ò;`sin`x+1

{2x-;2Ò;} sin`x+2`cos`x-1

{;2#;p-2x} sin`x-2`cos`x-1

 

(-pÉx<0)

{0Éx<;2Ò;}

{;2Ò;ÉxÉp}

ㄱ. f(0)=0+2-1=1 (참)

ㄴ. fÁ(x)=-;2Ò;`sin`x+1,
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fª(x)={2x-;2Ò;} sin`x+2`cos`x-1,

f£(x)={;2#;p-2x} sin`x-2`cos`x-1

이라 하면

fÁ'(x)=-;2Ò;`cos`x

fª'(x)=2`sin`x+{2x-;2Ò;} cos`x-2`sin`x`

={2x-;2Ò;} cos`x

f£'(x)=-2`sin`x+{;2#;p-2x} cos`x+2`sin`x

={;2#;p-2x} cos`x

이때 fÁ(0)=fª(0)=1이므로 함수 f(x)는 x=0에서 

연속이고,

lim
x`Ú 0-

 
 f(x)-f(0)

x-0 = lim
x`Ú 0-

 
 fÁ(x)-fÁ(0)

x-0

  =fÁ'(0)=-;2Ò;,

lim
x`Ú 0+

 
 f(x)-f(0)

x-0 = lim
x`Ú 0+

 
 fª(x)-fª(0)

x-0

  =fª'(0)=-;2Ò;

이므로 lim
x`Ú 0

 
 f(x)-f(0)

x-0 =-;2Ò;, 즉 f '(0)=-;2Ò;

또 fª{;2Ò;}=f£{;2Ò;}=;2Ò;-1이므로 함수 f(x)는 

x=;2Ò;에서 연속이고, 마찬가지 방법으로 

fª'{;2Ò;}=f£'{;2Ò;}=0이므로

lim
x`Ú ;2Ò;

 
 f(x)-f {;2Ò;}

x-;2Ò;
=0, 즉 f '{;2Ò;}=0

따라서

f '(x)=

(
|
{
|
9

`

-;2Ò;`cos`x

{2x-;2Ò;} cos`x

{;2#;p-2x} cos`x

 

(-p<x<0)

{0Éx<;2Ò;}

{;2Ò;Éx<p} 

-p<x<0에서 방정식 -;2Ò;`cos`x=0을 만족시키는 

x의 값은 -;2Ò;이고, 

0Éx<;2Ò;에서 방정식 {2x-;2Ò;} cos`x=0을 만족시키는 

x의 값은 ;4Ò;이고, 

;2Ò;Éx<p에서 방정식 {;2#;p-2x} cos`x=0을 만족시

키는 x의 값은 ;2Ò;, ;4#;p이므로

닫힌구간 [-p, p]에서 함수 f(x)의 증가와 감소를 표

로 나타내면 다음과 같다.

x -p y -;2Ò; y ;4Ò;

f '(x) + 0 - 0

f(x)  f(-p) ↗  f {-;2Ò;} ↘  f {;4Ò;}

x y ;2Ò; y ;4#;p y p

f '(x) + 0 - 0 +

f(x) ↗  f {;2Ò;} ↘  f {;4#;p} ↗  f(p)

f(-p)�=-;2Ò;`sin(-p)+1	  

=1

f {-;2Ò;}=-;2Ò;`sin {-;2Ò;}+1

=;2Ò;+1

f {;4Ò;}�={;2Ò;-;2Ò;} sin`;4Ò;+2`cos`;4Ò;-1	  

='2-1

f {;2Ò;}={;2#;p-p} sin`;2Ò;-2`cos`;2Ò;-1

=;2Ò;-1

f {;4#;p}={;2#;p-;2#;p} sin`;4#;p-2`cos`;4#;p-1

='2-1

f(p)={;2#;p-2p} sin`p-2`cos`p-1=1

이므로 곡선 y=f(x)는 그림과 같다.

O

1

-p p

;2Ò;+1

;2Ò;-1

-;2Ò; ;2Ò;;4Ò; ;4#;p

12-1
x

yy=f(x)

y=1
y=;2Ò;-1

	� 따라서 함수 f(x)의 최댓값은 ;2Ò;+1이다. (참)

ㄷ. �x에 대한 방정식 f(x)=k가 서로 다른 세 실근을 가지

려면 곡선 y=f(x)가 직선 y=k와 만나는 서로 다른 

점의 개수가 3이어야 하므로 가능한 k의 값은 1, ;2Ò;-1

이다.
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f '(x)-f '(-x)={ f(x)+f(-x)}'이므로

f '(x)-f '(-x)=4`sec4`x`tan`x에서

f(x)+f(-x)=: { f '(x)-f '(-x)}dx

=: 4`sec4`x`tan`x dx

sec`x=t라 하면 sec`x`tan`x= dt
dx 이므로

f(x)+f(-x)=: 4`sec4`x`tan`x dx

=: 4t3 dt=t4+C

=sec4`x+C (단, C는 적분상수)�yy`㉠

㉠에 x=0을 대입하면 

2 f(0)=secÝ``0+C=1+C

f(0)= 1+C
2

이때 조건 (가)에서 f(0)= p+1
2p 이므로

1+C
2 = p+1

2p , C= 1
p

따라서 f(x)+f(-x)=sec4`x+ 1
p

한편,

:
-;4Ò;

;4Ò;
 f(x)dx=:

-;4Ò;

0
  f(x)dx+:)

;4Ò;
`f(x)dx

이므로 :
-;4Ò;

0
  f(x)dx에서 x=-s라 하면 

x=-;4Ò;일 때 s=;4Ò;, x=0일 때 s=0이고

1=- ds
dx 이므로

:
-;4Ò;

;4Ò;
 f(x)dx

=-:
;4Ò;

0
`f(-s)ds+:)

;4Ò;
`f(x)dx

=:)
;4Ò;
`f(-s)ds+:)

;4Ò;
`f(x)dx

=:)
;4Ò;
`f(-x)dx+:)

;4Ò;
`f(x)dx

=:)
;4Ò;
`{ f(-x)+f(x)}dx

=:)
;4Ò;
`{secÝ``x+ 1

p } dx

2

f '(x)=xÛ`ex이므로

f(x)=: f '(x)dx=: xÛ`ex dx

uÁ(x)=xÛ`, vÁ'(x)=ex으로 놓으면

uÁ'(x)=2x, vÁ(x)=ex이므로

f(x)=: xÛ`ex dx

=xÛ`ex-: 2xex dx� yy`㉠

또한 : 2xex dx에서

uª(x)=2x, vª'(x)=ex으로 놓으면 

uª'(x)=2, vª(x)=ex이므로

: 2xex dx=2xex-: 2ex dx

=2xex-2ex+C (단, C는 적분상수)� yy`㉡

㉡을 ㉠에 대입하면

f(x)�=xÛ`ex-(2xex-2ex+C)	  

=ex(xÛ`-2x+2)-C

이때 f(0)=2이므로

f(0)=2-C=2, C=0

3

=:)
;4Ò;
`secÝ``x dx+ 1

p :)
;4Ò;
`dx

이때

:)
;4Ò;
`secÝ``x dx=:)

;4Ò;
`secÛ``x`secÛ``x dx

=:)
;4Ò;
`(1+tanÛ``x) secÛ``x dx

에서 tan`x=u라 하면

x=0일 때 u=0, x=;4Ò;일 때 u=1이고

secÛ``x= du
dx 이므로

:)
;4Ò;
`(1+tanÛ``x) secÛ``x dx=:)1 (1+uÛ`)du

=[u+;3!;uÜ`]1)

={1+;3!;}-0=;3$;

이고 

1
p :)

;4Ò;
`dx= 1

p  [x])
;4Ò;
= 1
p  {;4Ò;-0}=;4!;

따라서 

:
-;4Ò;

;4Ò;
 f(x)dx=:)

;4Ò;
`secÝ``x dx+ 1

p :)
;4Ò;
`dx

=;3$;+;4!;=;1!2(;

�  ④

따라서 모든 실수 k의 값의 합은 

1+{;2Ò;-1}=;2Ò; (참)

이상에서 옳은 것은 ㄱ, ㄴ, ㄷ이다.

�  ⑤
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즉, f(x)=ex(xÛ`-2x+2)

한편, f '(x)=xÛ`ex에서

f "(x)�=2xex+xÛ`ex=x(x+2)ex

이므로 f "(x)=0에서 x=-2 또는 x=0

이때 x=-2의 좌우에서 f "(x)의 부호가 양에서 음으로 

바뀌고, x=0의 좌우에서 f "(x)의 부호가 음에서 양으로 

바뀌므로 곡선 y=f(x)의 변곡점의 좌표는 

(-2, f(-2)), (0, f(0))이다.

f(-2)=e-2(4+4+2)= 10
eÛ`

, f(0)=2

이므로 두 변곡점 {-2, 10
eÛ`
}, (0, 2)를 지나는 직선의 방

정식은

y-2=
2- 10

eÛ`
0-(-2)

(x-0)

즉, y= eÛ`-5
eÛ`
 x+2 

이고, 이 직선의 x절편은 - 2eÛ`
eÛ`-5

, y절편은 2이다.

따라서 구하는 넓이를 S라 하면

S=;2!;_|- 2eÛ`
eÛ`-5

|_2= 2eÛ`
eÛ`-5

�  ④

lim
n`Ú¦

 1n  
n
Á
k=1
{ 3keÛ`

n +Ç ¿·e2k}

=lim
n`Ú¦

 1n  
n
Á
k=1
{3eÛ`_ k

n +e2_ k
n} 

=:)1 (3eÛ`x+e2x)dx

=[;2#;eÛ`xÛ`+;2!;e2x]1)

={;2#;eÛ`+;2!;eÛ`}-{0+;2!;}

=2eÛ`-;2!;

�  ①

1

lim
n`Ú¦

 
n
Á
k=1

  2k+n
nÛ`+nk+kÛ`

=lim
n`Ú¦

 1n  
n
Á
k=1

 
2_;nK;+1

1+;nK;+{;nK;}Û`

    =:)1 2x+1
1+x+xÛ`

 dx

xÛ`+x+1=t로 놓으면 	  

x=0일 때 t=1, x=1일 때 t=3이고 	  

2x+1= dt
dx 이므로

lim
n`Ú¦

 
n
Á
k=1

  2k+n
nÛ`+nk+kÛ`

=:)1 2x+1
1+x+xÛ`

 dx

    =:!3 1
t  dt

    =[ln |t|]3!`

    =ln`3-0=ln`3

�  ②

2

곡선 y='§x-x와 x축이 만나는 점의 x좌표는 

'§x-x=0에서 

'§x(1-'§x )=0

'§x=0 또는 '§x=1

즉, x=0 또는 x=1

이때 닫힌구간 [0, 1]에서 y='§x-x¾0이고, 

구간 [1, ¦)에서 y='§x-xÉ0이다.

3

정적분의 활용07

1 ①	 2 ②	 3 ②	 4 ②	 5 ⑤	 6 ①

7 ②	 8 ③	 9 ④

유제 본문 81~89쪽
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x

y

y=1x-x

O 1

따라서 구하는 넓이는�

:)1`|'§x-x|dx=:)1 ('§x-x)dx

=[;3@;x;2#;-;2!;xÛ`]1)

={;3@;-;2!;}-0=;6!;

�  ②

곡선 y=sin`{x-;3Ò;}-2는 곡선 y=sin`x를 x축의 방향

으로 ;3Ò;만큼, y축의 방향으로 -2만큼 평행이동한 것이다.

y=sin{x-;3Ò;}-2

;6%;p ;;6;;p;3Ò;-;6Ò;
x

11

x=p

y

O

-3

-2

-1

p

모든 실수 x에 대하여 sin`{x-;3Ò;}-2<0이므로 구하는 

넓이는

:)È |sin`{x-;3Ò;}-2|dx=:)È [2-sin`{x-;3Ò;}]dx

=[2x+cos`{x-;3Ò;}]È)

={2p-;2!;}-{0+;2!;}

=2p-1

�  ②

4

두 곡선 y=xÜ`, y='§x 가 만나는 점의 x좌표는 

xÜ`='§x`(x¾0)에서 

xß`=x, x(xÞ`-1)=0

x(x-1)(xÝ`+xÜ`+xÛ`+x+1)=0

x¾0인 모든 실수 x에 대하여 xÝ`+xÜ`+xÛ`+x+1>0이므

로

x=0 또는 x=1

5

f(x)= 2
x-2 라 하면 곡선 y=f(x)는 곡선 y=;[@; 를 x축

의 방향으로 2만큼 평행이동한 것이다.

곡선 y=f(x)와 직선 y=1이 만나는 점 A의 좌표는 

2
x-2 =1에서 x=4이므로 A(4, 1)

곡선 y=f(x)와 직선 y=2가 만나는 점 B의 좌표는 

2
x-2 =2에서 x=3이므로 B(3, 2)

x

y y=f(x)

y=2
y=1

O 32 4
1
2

B
A

직선 AB의 방정식은

y-1= 2-1
3-4 (x-4), 즉 y=-x+5

닫힌구간 [3, 4]에서 f(x)É-x+5이므로 구하는 넓이는

:#4 [(-x+5)- 2
x-2 ] dx

=[-;2!;xÛ`+5x-2`ln |x-2|]4#

=(-8+20-2`ln`2)-{-;2(;+15-0}

=;2#;-2`ln`2

�  ①

6

0ÉtÉln`2인 실수 t에 대하여 직선 x=t를 포함하고 x축

에 수직인 평면으로 자른 단면인 정삼각형의 넓이를 S(t)

라 하면

S(t)=
'3
4 {2(2et+1)}Û`='3(4e2t+4et+1)

따라서 구하는 입체도형의 부피를 V라 하면

7

닫힌구간 [0, 1]에서 xÜ`É'§x

x

y

O 1

y=1x
y=xÜ

이므로 구하는 넓이는

:)1 ('§x-xÜ`)dx

=[;3@;x;2#;-;4!;xÝ`]1)

={;3@;-;4!;}-0=;1°2;

�  ⑤
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x=et`sin`t, y=et`cos`t에서

dx
dt

�=et`sin`t+et`cos`t=et(sin`t+cos`t),

dy
dt

�=et`cos`t-et`sin`t=et(cos`t-sin`t)

이므로

¾Ð{ dx
dt
}

2

+{ dy
dt
}

2 

=¿¹e2t(sin`t+cos`t)Û`+e2t(cos`t-sin`t)Û`

=¿¹e2t(1+2`sin`t`cos`t)+e2t(1-2`sin`t`cos`t)

=¿·2e2t='2et

따라서 시각 t=0에서 t=a까지 점 P가 움직인 거리를 s라 

하면

s=:)a ¾Ð{ dx
dt
}

2

+{ dy
dt
}

2 

dt

='2:)a et dt

='2 [et]a)='2(ea-1)

이때 s=3'2이므로

'2(ea-1)=3'2, ea=4

따라서 a=ln`4=2`ln`2

�  ③

8

x=;3@;tÜ`, y=2tÛ`에서

dx
dt

=2tÛ`, 
dy
dt

=4t

이므로

¾Ð{ dx
dt
}

2

+{ dy
dt
}

2 

="Ã(2tÛ`)Û`+(4t)Û`

="Ã4tÛ`(tÛ`+4)

=2|t|"ÃtÛ`+4

따라서 0ÉtÉ'5에서 이 곡선의 길이를 l이라 하면

l=:)
'5
`¾Ð{ dx

dt
}

2

+{ dy
dt
}

2 

 dt

=:)
'5
`2t"ÃtÛ`+4 dt

9

V=:)
ln`2

`S(t)dt

='3:)
ln`2

`(4e2t+4et+1)dt

='3 [2e2t+4et+t])
ln`2

='3{(2e2`ln`2+4eln`2+ln`2)-(2+4+0)}

='3{(8+8+ln`2)-6}

='3(10+ln`2)

�  ②

Level               기초 연습1 본문 90~91쪽

1 ④	 2 ②	 3 ④	 4 ④	 5 ①	 6 ⑤

7 ③	 8 ②

f(x)=sin`px+;�A;'이므로

lim
n`Ú¦

  1
2n  

n
Á
k=1

`f {;2ðn;}=:)
;2!;
`f(x)dx

=:)
;2!;
`{sin`px+;�A;'} dx

=[-;�!;`cos`px+;� A;'x])
;2!;

={0+ a
2p }-{-;�!;+0}

= a+2
2p = 3

p
에서 a=4

�  ④

다른 풀이

f(x)=sin`px+;�A;이므로

lim
n`Ú¦

  1
2n  

n
Á
k=1

`f {;2ðn;}=;2!;:)1 f {;2{;} dx

=;2!;:)1 {sin`;2Ò;x+;� A;} dx

=;2!; [-;�@;`cos`;2Ò;x+;�A;x]1)

=;2!;[{0+;� A;}-{-;�@;+0}]

= a+2
2p = 3

p
에서 a=4

1

tÛ`+4=s로 놓으면 t=0일 때 s=4, t='5일 때 s=9이고 

2t= ds
dt 이므로

l=:)
'5
`2t"ÃtÛ`+4 dt

=:$9 's`ds

=[;3@;s;2#;]9$

=;3@;(27-8)=;;£3¥;;

�  ④
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닫힌구간 [1, a]에서 y=;[!;>0이므로 곡선 y=;[!;`(x>0)

과 x축 및 두 직선 x=1, x=a로 둘러싸인 부분의 넓이 S

는

S=:!a ;[!; dx=[ln |x|]a!=ln`a-0=ln`a

넓이 S가 직선 x=b에 의하여 이등분되므로

:!b ;[!; dx=;2!;S

이때 :!b ;[!; dx=[ln |x|]b!=ln`b-0=ln`b이므로

ln`b= ln`a
2 , ln`a=ln`bÛ`, a=bÛ`

a+b=6이므로 

bÛ`+b=6, (b+3)(b-2)=0

b>1이므로 b=2이고 a=bÛ`=4

따라서 S=ln`a=ln`4=2`ln`2이므로

S
a_b = 2`ln`2

4_2 = ln`2
4

�  ④

3

구간 [0, ;2Ò;}에서 f(x)='3`tan`x¾0이므로 곡선 

y=f(x)와 x축 및 직선 x=;3Ò;로 둘러싸인 부분의 넓이 SÁ은

SÁ=:)
;3Ò;
`'3`tan`x dx

4

곡선 y=e2x-e와 x축이 만나는 점의 x좌표는 

e2x-e=0에서 

e2x=e, 2x=1, x=;2!;

곡선 y=e2x-e는 곡선�

x

-e

y=eÛ Å -ey

O ;2!;

 

y=(eÛ`)x을 y축의 방향으로 

-e만큼 평행이동한 것이므

로 그림과 같다.

따라서 닫힌구간 [0, ;2!;]에서 

e2x-eÉ0이므로 구하는 넓

이는

:)
;2!;
`|e2x-e|dx=:)

;2!;
`(e-e2x)dx

=[ex-;2!;e2x])
;2!;

={;2!;e-;2!;e}-{0-;2!;}

=;2!;

�  ②

2

f(x)=e`ln`x라 하면

f '(x)=;[E;

이때 f '(e)=1이므로 곡선 y=f(x) 위의 점 (e, e)에서의 

접선 l의 방정식은

y-e=1_(x-e), 즉 y=x

한편, 곡선 y=f(x)와 x축이 만나는 점의 x좌표는 	

f(x)=e`ln`x=0에서 x=1

따라서 곡선 y=f(x)와 직

x

l

e

e
y=e ln x

y

O
1

선 l 및 x축으로 둘러싸인 

부분의 넓이를 S라 하면

S=:)e x dx-e:!e ln`x dx

이때 

:)e x dx=[;2!;xÛ`]e)= eÛ`
2

:!e ln`x dx에서 u(x)=ln`x, v'(x)=1로 놓으면

u'(x)=;[!;, v(x)=x이므로

:!e ln`x dx=[x`ln`x]e!-:!e dx

=(e-0)-[x]e!

=e-(e-1)=1

따라서

5

='3:)
;3Ò;
` sin`x
cos`x  dx

=-'3:)
;3Ò;
` (cos`x)'

cos`x  dx

=-'3 [ln |cos`x|])
;3Ò;

=-'3 {ln`;2!;-0}='3`ln`2

한편, f {;3Ò;}='3`tan`;3Ò;='3_'3=3이므로 Sª는 

네 점 (0, 0), {;3Ò;, 0}, {;3Ò;, 3}, (0, 3)을 꼭짓점으로 하

는 직사각형의 넓이에서 SÁ을 뺀 것이다.

따라서

Sª=;3Ò;_3-SÁ=p-'3`ln`2

이므로

Sª-SÁ�=(p-'3`ln`2)-'3`ln`2	  

=p-2'3`ln`2

�  ④
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y=cos {x+;2Ò;}+2=-sin`x+2

0ÉxÉ;2Ò;에서 곡선 y=sin`x와 곡선 

y=cos {x+;2Ò;}+2, 즉 y=-sin`x+2가 만나는 점의 	

x좌표는

sin`x=-sin`x+2에서 

sin`x=1, x=;2Ò;

y=-sin x+2

y=sin x

x

y

O p

-1

1
2

3

-;2Ò;

;2Ò;

따라서 구하는 넓이는

:)
;2Ò;
`{(-sin`x+2)-sin`x}dx

=:)
;2Ò;
`(-2`sin`x+2)dx

=[2`cos`x+2x])
;2Ò;

=(0+p)-(2+0)=p-2

�  ⑤

6

;6Ò;ÉtÉ;3Ò;인 실수 t에 대하여 직선 x=t를 포함하고 x축에 

수직인 평면으로 자른 단면인 정삼각형의 넓이를 S(t)라 

하면

S(t)=
'3
4

("ÃsinÜ``t`cos`t )Û`= '34 `sinÜ``t`cos`t

7

S=:)e x dx-e:!e ln`x dx= eÛ`
2 -e_1=

e(e-2)
2

�  ①

다른 풀이

직선 l의 방정식을 구한 후, 곡선 y=e`ln`x와 직선 l 및  

x축으로 둘러싸인 부분의 넓이 S를 다음과 같이 구할 수도 

있다.

y=e`ln`x에서 ln`x=;e};, x=e;e};이므로

S=:)e (e;e};-y)dy=[e_e;e};-;2!;yÛ`]e)

={eÛ`-;2!;eÛ`}-(e-0)=
e(e-2)

2

f(x)=xÛ`- ln`x
8 에서

f '(x)=2x-;8Á[;이므로

"Ã1+{ f '(x)}Û`=¾̈1+{2x-;8Á[;}Û`

=¾̈4xÛ`+;2!;+ 1
64xÛ`

=¾{̈2x+;8Á[;}Û`=|2x+;8Á[;|

따라서 1ÉxÉ2에서 이 곡선의 길이는

:!2 "Ã1+{ f '(x)}Û` dx=:!2 {2x+;8Á[;} dx

=[xÛ`+
ln |x|

8 ]2!`

={4+ ln`2
8 }-(1+0)

=3+ ln`2
8

�  ②

8

Level               기본 연습 본문 92~93쪽2

1 ①	 2 ②	 3 ①	 4 ④	 5 ③	 6 ②

7 ④

따라서 구하는 입체도형의 부피를 V라 하면

V=:
;6Ò;

;3Ò;
`S(t)dt

=
'3
4 :

;6Ò;

;3Ò;
`sin Ü``t`cos`t dt

sin`t=s로 놓으면

t=;6Ò;일 때 s=;2!;, t=;3Ò;일 때 s=
'3
2 이고 

cos`t= ds
dt 이므로

V=
'3
4 :

;6Ò;

;3Ò;
`sin Ü``t`cos`t dt

=
'3
4 :

;2!;

'3
2 `sÜ` ds

=
'3
4  [;4!;sÝ`];2!;

'3
2

=
'3
4 {;6»4;-;6Á4;}= '332

�  ③
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삼각형 OAB가 한 변의 길이가 1인 정삼각형이므로

OAÓ=OBÓ=ABÓ=1

점 Pk가 선분 AB를 k`:`(n-k)로 내분하는 점이므로 

APk Ó=;nK;_ABÓ=;nK;_1=;nK;

∠OAB=;3Ò;이므로 삼각형 OAPk에서 코사인법칙에 의하여

OPkÓ Û`=OAÓ Û`+APkÓ Û`-2_OAÓ_APkÓ_cos`;3Ò;

OPk Ó Û`-APk Ó Û`=OAÓ Û`-2_OAÓ_APkÓ_cos`;3Ò;

=1Û`-2_1_;nK;_;2!;=1-;nK;

따라서 lk=1-;nK;이므로

lim
n`Ú¦

 ;n!; 
n-1
Á
k=1

elû=lim
n`Ú¦

 ;n!; 
n-1
Á
k=1

e1-;nK;=lim
n`Ú¦

 {;n!; 
n
Á
k=1

e1-;nK;-;n!;}

=:)1 e1-x dx-lim
n`Ú¦

 ;n!;

=[-e1-x]1)-0

2

f(x)=lim
n`Ú¦

 
n
Á
k=1

 
x{ln (kx+n)-ln`n}

kx+n

=lim
n`Ú¦

 ;n{; 
n
Á
k=1

ln {:ðnÓ:+1}

:ðnÓ:+1

=:!
x+1

` ln`t
t  dt

이때 ln`t=s로 놓으면 

t=1일 때 s=0, t=x+1일 때 s=ln (x+1)이고 

1
t = ds

dt 이므로 

f(x)=:!
x+1

` ln`t
t  dt

=:)
ln (x+1)

`s ds

=[;2!;sÛ`])
ln (x+1)

=
{ln (x+1)}Û`

2

f '(x)=
ln (x+1)

x+1 이므로 방정식 f(a)={ f '(a)}Û`에서

{ln (a+1)}Û`
2 =[ ln (a+1)

a+1 ]Û`= {ln (a+1)}Û`
(a+1)Û`

ln (a+1)=0 또는 (a+1)Û`=2

즉, a=0 또는 a=-1Ñ'2
이때 a>-1이므로 a=0 또는 a='2-1

따라서 모든 실수 a의 값의 합은

0+('2-1)='2-1

�  ①

1

곡선 y=- 6
x+1 +a`(x>-1)은 곡선 y=-;[^;`(x>0)

을 x축의 방향으로 -1만큼, y축의 방향으로 a만큼 평행이

동한 것이다. 이때 함수 f(x)=- 6
x+1 +a`(x>-1)에 

대하여 곡선 y=f(x)가 제1사분면, 제3사분면, 제4사분면

을 모두 지나려면 a>0, f(0)<0이어야 한다.

f(0)=-6+a<0에서 a<6이므로

0<a<6

한편, 조건 (나)에서 곡선 y=f(x)가 x축과 점 (xÁ, 0)에서 

만나므로 - 6
xÁ+1 +a=0에서 xÁ=;a^;-1

곡선 y=f(x)가 y축과 점 (0, yÁ)에서 만나므로 

yÁ=f(0)=-6+a

xÁ yÁ=-8에서 {;a^;-1}(-6+a)=-8

- 36
a +20-a=0, aÛ`-20a+36=0

(a-2)(a-18)=0

0<a<6이므로 a=2이고

xÁ=;2^;-1=2, yÁ=-6+2=-4

따라서 곡선 y=f(x)는 그림과

x

y y=f(x)

O-1

-4

2

2

 

같고 닫힌구간 [0, 2]에서 	 

f(x)É0이므로 구하는 넓이는

:)2 | f(x)|dx

=:)2 {-f(x)}dx

=:)2 { 6
x+1 -2} dx

=[6`ln |x+1|-2x]2)`

=(6`ln`3-4)-0

=6`ln`3-4

�  ①

3

f(x)=xexÛ`-1에서

f '(x)=exÛ`-1+xexÛ`-1_2x=(2xÛ`+1)exÛ`-1

이므로 모든 실수 x에 대하여 f '(x)>0, 즉 함수 f(x)는 

실수 전체의 집합에서 증가한다.

이때 함수 g(x)가 함수 f(x)의 역함수이므로 두 곡선 	

y=f(x), y=g(x)는 직선 y=x에 대하여 서로 대칭이다.

곡선 y=f(x)와 직선 y=x가 만나는 점의 x좌표는

f(x)=x, 즉 xexÛ`-1=x에서

4

=-1-(-e)

=e-1

�  ②
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x(exÛ`-1-1)=0, x=0 또는 exÛ`-1=1

즉, x=0 또는 x=-1 또는 x=1

f(0)=0, f '(0)=;e!;<1이고, 모든 실수 x에 대하여

f(-x)=-xe(-x)Û`-1=-xexÛ`-1=-f(x)

이므로 곡선 y=f(x)는 원점에 대하여 대칭이다.

이때 두 곡선 y=f(x), y=g(x)는 직선 y=x에 대하여 

대칭이므로 두 곡선 y=f(x), y=g(x)는 그림과 같다.

x

y y=x

y=g(x)

y=f(x)

O 1

-1

-1

1

두 곡선 y=f(x), y=g(x)로 둘러싸인 부분의 넓이를 S

라 하면

S=:_1!`| f(x)-g(x)|dx

=2:)1 {g(x)-f(x)}dx

=4:)1 {x-f(x)}dx

=4:)1 x(1-exÛ`-1)dx

xÛ`-1=t로 놓으면 	  

x=0일 때 t=-1, x=1일 때 t=0이고 	  

2x= dt
dx 이므로

S=4:)1 x(1-exÛ`-1)dx

=2:_0!`(1-et)dt=2[t-et]0_!

=2[(0-1)-{-1-;e!;}]=;e@;

�  ④

닫힌구간 [0, 2p]에서 두 곡선 y=
|sin`x|

n , 

y=
|sin`x|
n+2  는 그림과 같이 세 점 (0, 0), (p, 0), 

(2p, 0)에서 만난다.

x

y

y=;;;;;;;;;;;;;;;n+2
|sin x|

y=;;;;;;;;;;;;;;;n
|sin x|

O p 2p

;n!;
;;;;;;;;;;;;n+2

1

5

닫힌구간 [0, 2p]에서 
|sin`x|

n ¾ |sin`x|
n+2 이고 두 곡선 

y=
|sin`x|

n , y=
|sin`x|
n+2 의 주기는 모두 p이다. 

또한 닫힌구간 [0, p]에서 |sin`x|=sin`x이므로 닫힌구

간 [0, 2p]에서 두 곡선 y=
|sin`x|

n , y=
|sin`x|
n+2 로 둘

러싸인 부분의 넓이 an은

an=:)2`È { |sin`x|
n -

|sin`x|
n+2 } dx

=2:)È { sin`x
n - sin`x

n+2 } dx

=2{ 1
n - 1

n+2 }:)È sin`x dx

=2{ 1
n - 1

n+2 }_[-cos`x]È)

=2{ 1
n - 1

n+2 }{1-(-1)}

=4{ 1
n - 1

n+2 }

따라서

lim
n`Ú¦

 
n
Á
k=1

 ak

=4 lim
n`Ú¦

 
n
Á
k=1
{ 1

k - 1
k+2 }

=4 lim
n`Ú¦
[{;1!;-;3!;}+{;2!;-;4!;}+{;3!;-;5!;}+y

� +{ 1
n-1 - 1

n+1 }+{
1
n - 1

n+2 }]

=4 lim
n`Ú¦
{1+;2!;- 1

n+1 - 1
n+2 }

=4_;2#;=6

�  ③

'eÉtÉe인 실수 t에 대하여 직선 x=t를 포함하고 x축에 

수직인 평면으로 자른 단면인 반원의 넓이를 S(t)라 하면

PQÓ=2't`ln`t

이므로

S(t)=;2!;_p_{;2!; PQÓ}Û`=;2Ò;t(ln`t)Û`

따라서 구하는 입체도형의 부피를 V라 하면

V=:
'e

e
 S(t)dt

=;2Ò;:
'e

e
 t(ln`t)Û` dt

uÁ(t)=(ln`t)Û`, vÁ'(t)=t로 놓으면 

uÁ'(t)= 2`ln`t
t , vÁ(t)=;2!;tÛ`이므로

6
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x=a`sin`t+b`cos`t, y=b`sin`t-a`cos`t에서

dx
dt

=a`cos`t-b`sin`t, 
dy
dt

=b`cos`t+a`sin`t

이므로

{ dx
dt
}

2

+{ dy
dt
}

2 

=(a`cos`t-b`sin`t)Û`+(b`cos`t+a`sin`t)Û`

=(aÛ``cos Û``t-2ab`sin`t`cos`t+bÛ``sinÛ``t)

� +(bÛ``cosÛ``t+2ab`sin`t`cos`t+aÛ``sin Û``t)

=(aÛ`+bÛ`)(sinÛ``t+cosÛ``t)

=aÛ`+bÛ`

시각 t=1에서 t=2까지 점 P가 움직인 거리를 sÁ이라 하면

sÁ=:!2 ¾Ð{ dx
dt
}

2

+{ dy
dt
}

2 

 dt

="ÃaÛ`+bÛ`:!2 dt

="ÃaÛ`+bÛ`_[t]2!`

="ÃaÛ`+bÛ`_(2-1)="ÃaÛ`+bÛ`

시각 t=2에서 t=a`(a>2)까지 점 P가 움직인 거리를 sª

라 하면

7

V=;2Ò;:
'e

e
 t(ln`t)Û` dt

=;2Ò; [ (t`ln`t)Û`
2 ]e

'è̀
-;2Ò;:

'e

e
 t`ln`t dt

=;2Ò;{ eÛ`
2 -;8E;}-;2Ò;:

'e

e
 t`ln`t dt

또한 uª(t)=ln`t, vª'(t)=t로 놓으면 

uª'(t)= 1
t , vª(t)=;2!;tÛ`이므로

:
'e

e
 t`ln`t dt=[ tÛ``ln`t

2 ]e
'è̀
-:

'e

e
 ;2!;t dt

={ eÛ`
2 - e

4 }-[ tÛ`
4 ]e

'è̀

={ eÛ`
2 - e

4 }-{
eÛ`
4 - e

4 }

= eÛ`
4

따라서

V=;2Ò; { eÛ`
2 - e

8 }-;2Ò;:
'e

e
 t`ln`t dt

=;2Ò; { eÛ`
2 - e

8 }-
eÛ`
8 p

= ep
16 (2e-1)

�  ② 좌표평면 위에 점 O가 원점, 직선 OA가 x축, 직선 OB가 

y축이 되도록 부채꼴 OAB를 놓으면 호 AB는 	  

원 x Û`+yÛ`=1의 일부이다.

중심각의 크기가 ;2Ò;인 부채꼴 OAB의 호 AB를 n등분한 

각 분점이 PÁ, Pª, P£, y, Pn-1이므로 

∠PkOA=;2Ò;_ k
n = k

2n p

이고 점 Pk의 좌표는 {cos` k
2n p, sin` k

2n p}이다.

이때 호 AB 위의 점 Pk에서의 접선의 방정식은 

x`cos` k
2n p+y`sin` k

2n p=1 

이 직선의 x절편은 
1

cos`;2ðn;p
, y절편은 

1

sin`;2ðn;p
이므로 

두 점 Qk, Rk의 좌표는 각각

»
1

cos`;2ðn;p
, 0¼, »0, 1

sin`;2ðn;p
¼이다.

따라서 삼각형 AQkPk의 넓이 Sk와 삼각형 BPkRk의 넓이 

Tk는

Sk=;2!;_AQkÓ_sin`;2ðn;p

=;2!;_»
1

cos`;2ðn;p
-1¼_sin`;2ðn;p

1

3Level                실력 완성

1 ⑤	 2 ⑤	 3 ④

본문 94쪽

sª=:@a ¾Ð{ dx
dt
}

2

+{ dy
dt
}

2 

 dt

="ÃaÛ`+bÛ`:@a dt

="ÃaÛ`+bÛ`_[t]a@

="ÃaÛ`+bÛ`_(a-2)=(a-2)"ÃaÛ`+bÛ`

이때 sÁ=sª=5이므로

sÁ=sª에서 

"ÃaÛ`+bÛ`=(a-2)"ÃaÛ`+bÛ`

a-2=1, a=3

sÁ=5에서

"ÃaÛ`+bÛ`="Ã3Û`+bÛ`=5, bÛ`=16

따라서 bÛ`-aÛ`=16-3Û`=7

�  ④
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Tk=;2!;_BRk Ó_cos`;2ðn;p

=;2!;_»
1

sin`;2ðn;p
-1¼_cos`;2ðn;p

이므로

SkTk

=
(
]{
9

 ;2!;_»
1

cos`;2ðn;p
-1¼_sin`;2ðn;p

(
]{
9

� _
(
]{
9

 ;2!;_»
1

sin`;2ðn;p
-1¼_cos`;2ðn;p

(
]{
9

=;4!;{1-cos`;2ðn;p}{1-sin`;2ðn;p}

=;4!;{sin`;2ðn;p`cos`;2ðn;p-sin`;2ðn;p-cos`;2ðn;p+1}

이때 

sin`;2÷n;p`cos`;2÷n;p-sin`;2÷n;p-cos`;2÷n;p+1

=sin`;2Ò;`cos`;2Ò;-sin`;2Ò;-cos`;2Ò;+1=0

이므로

lim
n`Ú¦

 4n
n-1
Á
k=1

SkTk

=lim
n`Ú¦

 1n
n-1
Á
k=1
{sin`;2ðn;p`cos`;2ðn;p

� -sin`;2ðn;p-cos`;2ðn;p+1}

=lim
n`Ú¦

 1n
n
Á
k=1
{sin`;2ðn;p`cos`;2ðn;p

� -sin`;2ðn;p-cos`;2ðn;p+1}

= 2
p  lim

n`Ú¦
 p2n

n
Á
k=1
{sin`;2ðn;p`cos`;2ðn;p

� -sin`;2ðn;p-cos`;2ðn;p+1}

= 2
p :)

;2Ò;
`(sin`x`cos`x-sin`x-cos`x+1)dx

= 2
p [ :)

;2Ò;
`sin`x`cos`x dx+:)

;2Ò;
`(-sin`x-cos`x+1)dx]

이때 :)
;2Ò;
`sin`x`cos`x dx에서 sin`x=t로 놓으면 

x=0일 때 t=0, x=;2Ò;일 때 t=1이고

cos`x= dt
dx 이므로

:)
;2Ò;
`sin`x`cos`x dx=:)1 t dt=[;2!;tÛ`]1)=;2!;

이고

ㄱ.	f(x)=x`sin`x에서 모든 실수 x에 대하여 

	 f(-x)=-x`sin(-x)=x`sin`x=f(x)

	 이므로 곡선 y=f(x)는 y축에 대하여 대칭이다. (참)

ㄴ.	f(x)=x`sin`x에서 

	 f '(x)=sin`x+x`cos`x

	 f '(np)=sin`np+np`cos`np
	� 이때 모든 자연수 n에 대하여 sin`np=0이고 n이 홀수

이면 cos`np=-1, n이 짝수이면 cos`np=1이므로

	 f '(np)=[ 
-np
np

 
(n이 홀수)

(n이 짝수)

	 따라서 

	
10
Á
n=1

`f '(np)=-p+2p-3p+4p-y-9p+10p

	 =5p (참)

ㄷ.	�자연수 n이 홀수일 때 닫힌구간 [(n-1)p, np]에 속

하는 모든 실수 x에 대하여 f(x)=x`sin`x¾0이고, 	

n이 짝수일 때 닫힌구간 [(n-1)p, np]에 속하는 모

든 실수 x에 대하여 f(x)=x`sin`xÉ0이므로 닫힌구

간 [(n-1)p, np]에서 곡선 y=f(x)와 x축으로 둘

러싸인 부분의 넓이 an은

	 an=:
 np

(n-1)p
|f(x)|dx=|:

 np

(n-1)p
` f(x)dx|

	 이때 :
 np

(n-1)p
` f(x)dx=:

 np

(n-1)p
`x`sin`x dx에서 

	 u(x)=x, v'(x)=sin`x라 하면 

	 u'(x)=1, v(x)=-cos`x이므로 

	 :
 np

(n-1)p
` f(x)dx

	 =:
 np

(n-1)p
`x`sin`x dx

	 =[-x`cos`x]
np

(n-1)p
+:

 np

(n-1)p
`cos`x dx

2

:)
;2Ò;
`(-sin`x-cos`x+1)dx

=[cos`x-sin`x+x])
;2Ò;

={0-1+;2Ò;}-(1-0+0)=;2Ò;-2

따라서

lim
n`Ú¦

 4n
n-1
Á
k=1

SkTk

= 2
p [ :)

;2Ò;
`sin`x`cos`x dx+:)

;2Ò;
`(-sin`x-cos`x+1)dx]

= 2
p [;2!;+{;2Ò;-2}]=1- 3

p
�  ⑤
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	 ={-np`cos`np+(n-1)p`cos(n-1)p}

� +[sin`x]
np

(n-1)p

	 =-np`cos`np+(n-1)p`cos(n-1)p+(0-0)

	 =-np`cos`np+(n-1)p`cos(n-1)p
	 n이 홀수이면 cos`np=-1, cos(n-1)p=1이므로 

	 :
 np

(n-1)p
` f(x)dx=np+(n-1)p=(2n-1)p

	 n이 짝수이면 cos`np=1, cos(n-1)p=-1이므로 

	 :
 np

(n-1)p
` f(x)dx=-np-(n-1)p=-(2n-1)p

	 따라서 모든 자연수 n에 대하여 

	 an=|:
 np

(n-1)p
` f(x)dx|=(2n-1)p

	 이므로

	
10
Á
n=1

an=
10
Á
n=1

(2n-1)p

=p{2_ 10_11
2

-1_10}=100p (참)

이상에서 옳은 것은 ㄱ, ㄴ, ㄷ이다.

�  ⑤

g(x)=xe-x이라 하면

g'(x)=e-x-xe-x=(1-x)e-x

g'(x)=0에서 x=1

함수 g(x)의 증가와 감소를 표로 나타내면 다음과 같다.

x y 1 y

g'(x) + 0 -

g(x) ↗ 극대 ↘

g(0)=0, g'(0)=1, lim
x`Ú -¦

 xe-x=-¦이고 모든 양수 x

에 대하여 g(x)=xe-x>0이므로 곡선 y=g(x)는 그림과 

같다.

x

y
SÁ(t)

Sª(t)

y=txy=x

y=g(x)

O 1
-ln t

P

직선 y=tx`(0<t<1)이 곡선 y=g(x)와 만나는 점의 x

좌표는

tx=xe-x, x(e-x-t)=0, x=0 또는 e-x=t

즉, x=0 또는 x=-ln`t

점 P는 원점이 아닌 점이므로 점 P의 x좌표는 -ln`t이다.

이때 점 P가 직선 y=tx 위의 점이므로 

P(-ln`t, -t`ln`t)이다.

3

직선 y=tx와 곡선 y=g(x)로 둘러싸인 부분의 넓이 	

SÁ(t)는 

SÁ(t)=:)
-ln`t

`(xe-x-tx)dx

=:)
-ln`t

`xe-x dx-t:)
-ln`t

`x dx

:)
-ln`t

`xe-x dx에서 u(x)=x, v'(x)=e-x으로 놓으면 

u'(x)=1, v(x)=-e-x이므로

:)
-ln`t

`xe-x dx=[-xe-x])
-ln`t

+:)
-ln`t

`e-x dx

=t`ln`t+[-e-x])
-ln`t

=t`ln`t-t+1

이고

:)
-ln`t

`x dx=[;2!;xÛ`])
-ln`t

=
(ln`t)Û`

2

따라서

SÁ(t)=:)
-ln`t

`xe-x dx-t:)
-ln`t

`x dx

=t`ln`t-t+1- t
2 (ln`t)Û`

또한 점 P를 지나고 x축에 수직인 직선과 직선 y=tx 및 	

x축으로 둘러싸인 부분의 넓이 Sª(t)는

Sª(t)=;2!;_(-ln`t)_(-t`ln`t)= t
2 (ln`t)Û`

이때 f(t)=SÁ(t)-Sª(t)에서

f(t)=[t`ln`t-t+1- t
2 (ln`t)Û`]- t

2 (ln`t)Û`

=t`ln`t-t+1-t(ln`t)Û`

f '(t)=ln`t+t_ 1
t -1-(ln`t)Û`-2t`ln`t_ 1

t
=ln`t-(ln`t)Û`-2`ln`t

=-(ln`t+1) ln`t

0<t<1인 실수 t에 대하여 ln`t<0이므로

f '(t)=0에서 ln`t=-1, t=e-1 

t=e-1의 좌우에서 f '(t)의 부호가 음에서 양으로 바뀌므

로 함수 f(t)는 t=e-1에서 극소이다.

따라서 a=e-1이고

f(a)�=f(e-1)	  

=e-1`ln`e-1-e-1+1-e-1_(ln`e-1)Û`	  

=e-1_(-1)-e-1+1-e-1_(-1)Û`	  

=1-3e-1

이므로

 f(a)
a = 1-3e-1

e-1 =e-3

�  ④
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